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ORIENTACIONES SOBRE EL TRABAJO
CON ESTE LIBRO

Para estudiar por este libro debes tener en cuenta que el contenido se encuentra
en los capitulos 1, 2, 3 y 4.

Cada capitulo esta dividido en epigrafes y algunos de estos en subepigrafes.

En cada epigrafe encontraras contenidos, algunos de ellos destacados en recua-
dros, y ejemplos resueltos que ilustran como debes actuar para resolver ejercicios
importantes que corresponden a ese contenido. Al final de cada epigrafe aparecen
los ejercicios que debes resolver, y al final de cada capitulo una coleccion de ejer-
cicios que incluyen contenidos de cada uno de ellos. Los ejercicios que aparecen se-
nalados con un asterisco, son los que presentan un mayor grado de dificultad.

En las ultimas paginas del libro aparecen las respuestas de la mayoria de los ejer-
cicios propuestos. Esto te permitira autocontrolar tu trabajo.

Aparece ademas un Anexo que contiene:

Las tablas de cuadrados y raices cuadradas, cubos y raices cubicas, y las de las
funciones seno, coseno, tangente y cotangente, que necesitaras para calcular y re-
solver ejercicios y problemas.

Un Memento o recordatorio donde se resumen algunos contenidos de grados an-
teriores que te seran necesarios para el trabajo en este grado.



(COMO SURGE EL ALGEBRA?

La civilizacion de los sumerios, varios siglos a.n.e., dejo constancia del uso del
trabajo con variables en su algebra escrita en las célebres tablillas de barro.

El algebra fue redescubierta por el matematico griego Diofanto de Alejandria (si-
glo m) en la solucién de sus famosos problemas. Diofanto, para representar las va-
riables y el trabajo con estas, utilizo cierto simbolismo; pese a ello los matematicos
que le sucedieron no lo conservaron y fueron creando sus propios simbolos.

Esta diversidad de simbolos y signos para el trabajo con variables trajo como
consecuencia que los matematicos para interpretarse entre ellos tuviesen que re-
currir al lenguaje comun.

Por ejemplo, una ecuacion como 2x? + 5 - 3x = 0 la expresaban utilizando pa-
labras, entre ellas la palabra cosa para significar la variable, De este modo la ecua-
cion anterior se expresaba como: ‘‘El duplo de la cosa al cuadrado, mas cinco, me-
nos el triplo de la cosa, es igual a cero’.

En una obra del matematico Johan Miiller, en 1464, empleando las palabras,
como era costumbre, en latin, expresaba la ecuacidon como se muestra a continua-
cion:

*2 census et 5 demptes 3 rebus aequatur zero’.

Pocos afos después, el italiano Luca Pacioli en su obra Sunma, publicada en
1494, empezaba a utilizar en forma abreviada o sincopada el trabajo con variables,
dando origen al algebra sincopada. Pacioli representaba la ecuacion anterior como
sigue:

2cepS5Sm3realO.

En esta expresion, ce es la abreviatura de census que quiere decir la cosa por si
misma; P y m corresponden respectivamente a plus ( + ) y minus ( - ); re signifi-
caba restar y al significaba igual.

Menos de un siglo mas tarde, Francois Vieta (1540-1603) inicia el algebra sim-
bolica aproximandose a la representacion que usamos actualmente para el trabajo
con variables. El escribié la mencionada ecuacion en la forma siguiente:

2mAquad + 5§ - 3in A« 0,

donde la letra A representaba a la variable, para el cuadrado quad y <« para el sig-
no =

Finalmente, en 1619, René Descartes presenta la ecuacion casi como nosotros en
el presente;

2xx + 5 - 3xa0.

iSin dudas, actualmente todo es mucho mas facil!



CAPITULO

Trabajo con variables

Conjuntos
1. Conjuntos numéricos. Relaciones

De tus estudios previos conoces la existencia de conjuntos de distinta naturaleza

y sus propiedades.

En general denotamos los conjuntos con letras mayusculas y los elementos que
los forman con letras minusculas; para indicar que un elemento pertenece a un con-
junto se usa el simbolo € y para indicar que no pertenece, el simbolo ¢

Por ejemplo:

a € M indica que el elemento a pertenece al conjunto M y se lee ‘‘a pertenece
aM".
b ¢ M indica que el elemento b no pertenece al conjunto M y se lee ‘‘b no per-

tenece a M.
Un conjunto de especial importancia es el conjunto vacio *“ ¢’ que no contiene

ningun elemento.

De particular interés desde el punto de vista matematico, son los conjuntos nu-
méricos. Recordemos mediante un cuadro sindptico los principales conjuntos numé-
ricos.

~ Naturales
f Enteros N =1{0;1;2;3;..}
Racionales Z .
Q Enteros negativos
d =15 =2; -3; -4; ..}
Reales <
R

Fracciones positivas y negativas.

~

| Irracionales



Los numeros reales se pueden representar como expresiones decimales infinitas;
asi, por ejemplo:

1 =0,333 3... = 0,3. De esta forma se indica que el 3 es un periodo; se lee, cero
3 coma tres, periodo 3.
1

=0,25 = 0,250 00... = 0,250. Las expresiones decimales finitas pueden con-
siderarse periddicas de periodo 0.

m = 3,141 592 653 509 793 238... Aqui no aparecen periodos.

En los ejemplos anteriores se pone de manifiesto una propiedad.

Teorema 1

Los numeros racionales se representan mediante expresiones decimales perio-
dicas. Los numeros irracionales se representan por expresiones decimales no
periddicas.

El teorema 1 se aplica para reconocer si un numero real es racional o irracional
a partir de su expresion decimal.

Determina si las siguientes expresiones decimales representan nimeros racionales
o irracionales.

a)a =327 b) b = 1,010 010 001 000 01 ... ¢ c = 3,275 843

Resolucion
a) a €Q, pues tiene periodo 7.

b) b ¢Q, puede verse que el nimero de ceros crece en uno cada vez, luego la ex-
presion no es periodica.

c) ceQ, aparece el periodo 43. B
No siempre los nimeros reales aparecen representados mediante expresiones de-
cimales, también se representan utilizando numeros enteros y los signos de las ope-

2 Y
raciones, por ejemplo: ? , 1/5 , 1/4 . En este caso se cumple:

Los numeros racionales se representan en la forma LA conp, q,€ Z,q#0. Los
q
, . . )/
numeros irracionales no pueden representarse de la forma — con p, g€ Z.
q




El conjunto de los nimeros reales se puede representar sobre una recta (fig. 1.1),
de forma tal que a cada numero real se le haga corresponder un punto y viceversa.
Esta recta recibe el nombre de recta real.

Fig. 1.1

Representa sobre la recta real el conjunto de los niimeros reales mayores o iguales
que -2 y menores o iguales que l/; (-2 <x< ]/; ).

Resolucion

Los numeros reales mayores que —2 se encuentran a la derecha de -2 y los menores
que l/; se encuentran a la izquierda de l/; , €l conjunto pedido esta formado por

los puntos que estan entre -2 y 1/3 . Como x puede ser igual a -2 y a [/3 , am-
bos se incluyen. El conjunto pedido se destaca en la figura 1.2; los puntos rellenos

en 2y 1/3 indican que estos puntos se incluyen. W

Fig. 1.2

Los conjuntos, como el del ejemplo 2, formados por todos los numeros reales
comprendidos entre otros dos, se llaman intervalos, Cuando se incluyen ambos ex-
tremos (como en el ejemplo 2) reciben el nombre de intervalos cerrados; cuando no
se incluye ningin extremo, entonces se llaman abiertos,

Para representar un intervalo (u otro conjunto formado, al igual que ellos, por
infinitos puntos) se utiliza la notacion:

gxe[R:—2<x<lE}

En esta notacion x € R indica que se toman elementos del conjunto de los nu-
meros reales y después de los dos puntos aparece la condicion que deben sa- |
tisfacer ios elementos.




Representa graficamente los intervalos: B
a){xe IR:—2<x<l/;} b)%x.e[R:—2<x<l/3}

Resolucion

a) En la figura 1.3a hemos destacado el intervalo, los puntos huecos indican que los
extremos no pertenecen al intervalo.

b) En este caso (figura 1.3b), el punto hueco en -2 indica que no pertenece; el punto

relleno en ]/3 , que pertenece. W

7

-2
a) b)

YT, ST,
: e

e

Fig. 1.3

El simbolo € indica una relacion entre elementos y conjuntos, el simbolo ¢ una
relacion entre conjuntos.

Con el simbolo < , denotamos si todos los elementos de un conjunto A4 pertenecen
también a un conjunto B o lo que es lo mismo, que 4 es subconjunto de B (4 c B).
Con el simbolo ¢ negamos la relacion anterior. El simbolo < se lee incluido en.

De acuerdo con las relaciones existentes entre los conjuntos numéricos, se cum-

ple que: NcZcQcR

Di si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifica tu respuesta.

a) NcQ b){xe[R:x'<3}C'{xelR:~x<l/i;}
c){xelR:l/;<x<7t}c§xelR:l/;<x<3} docz
Resolucion

a) Verdadera, pues todo nimero natural es racional (recuerda que son validas las in-
clusiones Nc ZcQ cR).

b) Verdadera, pues como 3 < 1/20 , todo numero menor o igual que 3

es menor o igual que 1/20 , en simbolos: si x <3 entonces x < ]/20 . Estos
conjuntos pueden representarse como se indica en la figura 1.4.



0 3 0 3B
b)

Fig. 1.4

a)

c) Falsa, pues [/2 pertenece al primer conjunto y no pertenece al segundo.

d) Verdadera, porque el conjunto vacio esta incluido en todo conjunto. W

Ejercicios (epigrafe 1)
1. Di si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) 2¢eZ b) 5¢Q c)%elN d) V2¢R e)Z—;—eQ

f)345¢Q g NcR h) Qc R i)ZcQ

2. Completa utilizando los simbolos €, ¢, c, ¢, de forma tal que se obtenga una
proposicion verdadera.
9L 7 b)7—;____m 993N 97 R

5
o2 Q@ DR__Q 994832 R HN___Q
3. Dados los conjuntos:
A:{xefR:x>—3§ B:{xem;- 3<x<2}

P: conjunto de los nimeros naturales pares.

Completa los espacios en blanco con el simbolo adecuado, de forma que se ob-
tenga una proposicion verdadera.

a)2 P b6 A A B d-2___ A eP____ 4
HDY2___Bgs5___ P hyY3—B DB___P

4. En la figura 1.5 se representan graficamente subconjuntos de numeros reales. Es-
cribe los mismos de forma abreviada.

U 77T,

V3 V2
N IS, S



5. Dados los conjuntos
A={xeR:-6<x<3 B={xeR:x<28 C={xeR:-3,52 <x<4
a) Representa graficamente cada uno de los conjuntos dados.
b) Determina dos subconjuntos de cada uno de ellos.

2. Operaciones con conjuntos

Definicién 1

Dados dos conjuntos 4 y B se define por:

a) Union de 4 y B (se denota A \UB) al conjunto formado por todos los elemen-
tos de ambos.

b) Interseccion de 4 y B (se denota A NB) al conjunto formado por los elemen-
tos comunes a A y a B.

Calcula AUB y ANB si:
)4 = {—5; 3;1/2 ;-2—;- } B = {0,3;1/;;2—43;-s§

b)A={xe[R:x>3} B:{xe“lR:—2<x<5}.

Resolucion

a) Para formar el conjunto 4U B se toman todos los ¢lementos de 4 y todos los ele-
mentos de B, sin repetir los comunes.

AUB = {—5; 3;1/2 ;—2% . 0,3, 2—: .
Para formar ANB se toman los elementos que estan a la vez en 4 y en B,

ANB = {l/;;—s}

b) Representemos en una misma recta estos conjuntos para dar la solucion (fig. 1.6).

RIS RN 50

Fig. 1.6

A

AuB:{xe|R;x>—2} Am3=§xem;3<x<5} m



Definiciéon 2

Dados dos conjuntos A y B, se define como conjunto diferencia de 4 y B, en
ese orden, (se denota 4 \ B), al conjunto formado por los elementos de 4 que
no pertenecen a B.

Dados los conjuntos:

A:{s;—%;—l/;;%ﬁ} B=‘{§ _.-%l/
}

uIN'

M:{xefR:x<—:—§ y N:{xelR l/‘<x<3
Calcula: a) 4 \ B b) B\ 4 ¢OM\N dN\ M

Resolucion

a) Para determinar 4 \ B se comparan ambos conjuntos, tomandose aquellos ele-
mentos que estan en el conjunto 4 y que no estan en B.

A\ B={5-V7,923}

b) Para determinar B \ A4, se toman los elementos que estan en B pero que no estan

end B\A-= l/ }

c) Representemos graficamente en una misma recta ambos conjuntos (fig. 1.7).

M\N:{xem:x<-ﬁ}

Fig. 1.7

d) Representemos en una recta los conjuntos N y M (fig. 1.8)



M

Y

Fig. 1.8

'N\M:{xem;%<x<3}. »

Del ejemplo 2 puedes observarque 4 \ BB\ AyqueM \ NN \ M, yes que
de manera general la operacion diferencia no es conmutativa.

Mediante la operacion diferencia se puede expresar brevemente un subconjunto
numérico del cual se exceptuan algunos elementos.

Por ejemplo, si se quiere escribir el conjunto de los numeros reales excepto el -3
y el §, podemos hacerlo:

R\ {-3; S}
En el caso que el numero que se quiera exceptuar sea el cero, podemos escribir:
R \ {0} o R*.

Ejercicios (epigrafe 2)

1.SiA={8,73_2;2~;—;—7;—l£_3-;9} B={3,28—§;9;—13;2—;—;8,7—3_2}

C= {3,25?3 ;13,21 }
y 5

Calcula: AUB ; ANB; A\ B; B\ A; BUC; BNC; B\ C; C\ B.

2.SiM = {xelN:x>2} N=|xeZ:-3<x<§}
P={xeQ:2x + 6 = 0}

Calcula: MUN; MNN; M\ N; N\ M; NUP; NONP; N\ P, P\ N

3.SiD={xe|R;x<1/§} E={erR:—3—i—<x<5§
F={xeR:x>§}
Calcula: DUE; DNE; EUF; EAF: D\ E; F\ D
. 4

4.SlP={xe|R:|x1<§} Q= ixeR:x> 0
S={xeR:-3<x<§}
Calcula: PUQ; PNS; QUS; QNS; Q\ S; P\ Q.



Expresiones algebraicas

3. Valor numérico de una expresion algebraica. Reduccion
de términos semejantes

En cursos anteriores has trabajado con términos y expresiones algebraicas. Si en
estas expresiones se sustituyen las variables por numeros y efectuas las operaciones
indicadas, el valor resultante (si existe) recibe el nombre de valor numérico.

Los valores de la variable para los cuales el valor numérico existe, son los valores
admisibles de la variable.

Definicion 1

Se llama dominio de una expresion algebraica al conjunto de los valores admi-
sibles.

Dada la expresion algebraica 2x3 - 6x% - 5x)°

a) Di para qué valores de la variable esta definida.

b) Calcula su valor numérico para x = -2,y = % )

Resolucion

a) Para toda x € R y toda y € R*, porque si se sustituye por y = 0, se obtiene 0°, que
no esta definido.

0
b) 2(—2)3 - 6(—2)2(% ) - 5(—2)(—:13- ) Sustituyendo valores.

2(-8) - 6(4)(% ) - 5(=2)(1) Efectuando potencias.

-16 - 8 + 10 Efectuando productos.
—~14 Efectuando la suma. W

Dada la expresion algebraica

a  3a-¥b _ 5
a-2 2b +3

a) Determina para qué valor de las variables carece de valor numérico.
b) Calcula su valor numérico paraa = -0,5; b = -1



Resolucion

a)Sia -2=0 o 2b+ 3 =0 Ilaexpresion carece de valor numérico.

3
a=2 (o) b= - E Despejando.

_ 5 . ., . -
y como Sa” = —» si a’® = 0 la expresidn no tiene valor numérico. Esto se
a

cumple para a = 0.

3 . -
Luego paraa =2,a=0 o b= 3 la expresion carece de valor numérico.

(- 0,5)%-1) 3(-0,5) - (-1)

b) + - 5(-0,5°7
-0,5 -2 2(-1) + 3
(-0,5)%-1) 3(-0,5) - (-1)? 5 ,
+ - Expresandolo con exponente
-0,5 -2 ) 2(-1) + 3 (-0,5)* positivo.
0291 305 -1 5
-0,5 -2 2(-1) + 3 -0,125
_ 025 A5+l 5
-0,5 -2 -2+ 3 0,125
0,25 -0,5 5
= + +
-2,5 1 0,125
=0,1 -0,5 + 40
=396 N

Veamos mediante un ejemplo el procedimiento para efectuar la reducciéon de térmi-
nos semejantes.

Reduce términos semejantes en la expresiéon
-8ax - Tax - 5,2 - 2a’> + Sax - 4,3 + 6a* + dax.

Resolucion

-8aix - Tax - 5,2 - 2a*x + Sax - 4,3 + 6a’x + 4ax Identificando los términos
R ——— r~ —_— ~~ — ~

semejantes.
= (-8a%x - 2a’x + 6a*x) + (-Tax + Sax + 4ax) + (-5,2 - 4,3) Agrupando los
~ —~ o~ . .
términos seme-
= —4a*x + 2ax - 9,5 Reduciendo. B jantes.

En la practica, se identifican los términos semejantes y se reducen, sin necesidad
del segundo paso.

10



Ejercicios (epigrafe 3)

1. Determina para qué valores de las variables no estan definidas las siguientes ex-
presiones algebraicas.

a)_3’f__"__§_ b) 4a C)_zil_i_
X a-2 3y + 5
d)—4-+ b+ 3 e) 3z—8+ z+ 2
b 3-0b 3z + 4 S - 4z
0 Im - 8 o) 2a + 3 _
mQ2m - 4) (3a - 5)a +V2)
W S 3x = 7

3x  (2x - )5x - 1Y)

2. Determina el dominio de las siguientes expresiones algebraicas.

2) 2x + 8 b) ‘5a o) 6y - 4
x -4 (4 + a)-2a + 54) 1
(? X + 7)(0,5y -2)
E U N B NN
2y + 1)2 S5x 2z - V3
Sp Im - 4 - 7
f) - — ) Vx - —————
2 ] V2 m & 2x - 4
3 5

3. Dadas las siguientes expresiones. determina su dominio y calcula su valor nume-
rico para los valores indicados:
a) Sab + 3ac paraa = -2;b = -3;¢c =1

b)%mn -3mp param = -3;n=2p=-l
) — + — — — paraa=-2;b=-4,¢c=1

d) 8x% + 6xy? para x = — iy =2

1
4

2

e) Smn? - 2m ' param = 0,5;n = —|

2
) -2 _ 6ab? - 9% paraa = -l:b= >
3 3
4 2 I I
) — ¢ - = ¢+ —cb? parac = - —
&3 3 4 P 2

11



5x72 8x~!

h) +7y?z - ——— parax=-029=032z=1
y z*
. 1 1
i)3a (b +c¢) -2b(a -c) paraa = E) ib=-2c= 3
1, 52
pEry o rrzo 8X  parax=-02y=-032z=0]1
z X y + 2
] -3
K) 4c + d ~ 0,54§ paradz_i;c=—0,3;a=-l-
3a (3a - 4d)? 2 6
4x? — 4x + 1 8x - 4
1) - para x = -7
(x + 2)2 X+ 2
_ 2
m) mp - c¢° 8mp? parap=-2;m=02;¢c=0,5

p -o0?

4. Verifica si las siguientes ecuaciones tienen como solucion los valores que se in-
dican:

a)3x -2=2x;, x=3 b)I9x -2 =12x+4;, x=-2
c)3x-3=-1-7Tx;, x=0,2 d2x+1)-(x-1)=0;, x=-3
e)zx—}— + X =x—i; x=6
3 4 4 4
f) 2x2 - 5x = 3; x=3;x=__;__
g) 36x? - 12x = -I; x=—1-
6
h) 3(x + 4)? = 10x + 32; x:—2;x=—%
2
i)x —11)(211;)62—l
4
j) X 4 4. 20 x=2x=-2

2
1)[x+2]_5[ x+2]=—6;x=4;x=i
x -1 x -1 2




‘5. Dadas las funciones: f(x) = 3x - 4; g(x) = x2 - §;

2 _ 3 _ 2
hix) = 2x* = 5x - 1;i(x) = u—;m(x)_—_ X_2L
X x+ 3

a) Determina el dominio de cada una de estas funciones.
b) Calcula el valor de:

@727 (2 ): g0 g Dig (- 1 )in
h(5 ) shniiesi (5 ) i mdim (S )

m (-0,3); 3g(—2); —:—h (—3— ) s 1(-1) + m (% ) ; 28(-1) + m(-2)

6. En las siguientes formulas, determina el valor de la variable del primer miembro,
de acuerdo con los valores dados.

a)v=g-t g=98m/s?;t=30s
b)s:—;—a-t2 a=124m.s?2;1t=200s
c)v=a-t a=195m/s?*;t=32s
d)wzﬁ #=62rad;t=10,50s
t

)V =w-r w=84rad/s;r=65m
) F=m-a m=76kg;a=45m.s?
g M=F-b F=96N:b=50m

h) V., = Vcos a V=68 m/s;a=60°

i)E = — mv? m=840kg;v=2500m-.s"'
)V, = Vsena V=73m/s;a=45°

7. Simplifica:
a)3a - 5b + 6a - 2b
b)5m -3p -8m + Ip - 2m - 4p
c) 5¢c - 6d?*+ 3¢ - 4d? - 6¢ + 9d?
d) -2b% + 3b + 5b* — 7b + 2b% + 6b - 7b? - 2b
e) 9x3 — 2x2+ 6x — 2x3 — Tx¥ + 4x - 8x? + 6x2 - Ix
f) 82 + 6xy + 9x% — 9xy + 4xYy - 6y — 8x¥ - 3xy + 4y?
g) 0,3a2+ 5a - 7,2a*+ 9 - 4,2a - 2,7+ 1,5a - 4,6 + 2,1a?

h) —;—xﬂzy + ? xy'] + i x—2 - i xAzy + _3— xy_l - _5, x'2

5

13



8. Verifica si las siguientes igualdades son ciertas.
a)S5x2 + 6x -8 +2x2-Tx-2=17x2-x-10
b) —6ay + 2ay - 4a’y - 3ay + 5a’y + ay = -5a%y
c) 3m?y — 2my? + Smiy — Tmy* - 2m?y + 8my? — Im?y = -3m?y - my?
d) 2a? — ab - 2ba + 2b* - S5a* + 8ab - 6b* -Ta* = -10a? + S5ab - 4b?
e)d4x? - 12x +9 — 3x2 + 6x - 2x2 + 8x - 10 + x — x* = 3x - 1
f) Sa> + 2a> - 6a -3 +3a> - 2a*+ 5a -8 +a=28a- 11

g) 05a?% - 3a' +42 -263a2+407a" - 593 + 12,7la? - 1,la' + 0,02=
= 10,58a? - 0,03a™ - 1,71

4. Operaciones con expresiones algebraicas. Uso de paréntesis

Los paréntesis se utilizan cuando se desea indicar operaciones en las que inter-
vienen los términos incluidos dentro de ellos, o cuando por otra razon se necesita

agrupar determinados términos.
Por ejemplo, si se tienen las expresiones

3x? + 8x -Ix+ 2 -5x7 y |3x-6

y se quiere indicar:
a) que a la suma de las dos primeras se le resta la ultima, planteamos
(3x2+ 8x) + (-7x + 2 - 5x7) - (3x - 6),
b) el producto de las dos ultimas, planteamos
(-7x + 2 - 5xH(3x - 6),
¢) que al producto de la primera y la ultima, se le resta la segunda, escribimos
(3x2+ 8x)3x - 6) —(-7x + 2 - 5x7).
Ejemplifiquemos los procedimientos para realizar operaciones en las que inter-
vienen paréntesis. Para ello tengamos presente que:

a) Si un paréntesis esta precedido del signo + , puede suprimirse este junto con
el signo + y los términos dentro de él conservan sus propios signos.

b) Si un paréntesis esta precedido del signo - , puede suprimirse este junto con
el signo - siempre que se cambien los signos de cada uno de los términos

incluidos dentro de él.

Sid=3x -4, B=x?-2x+ 4, C = -2x?%+ 5x - 2, calcula y simpli-
fica: 4 + B- C

Resolucion

Bx - 4) + (x2 - 2x +4) - (-2x2 + S5x — 2) Planteo de la suma.
3Ix -4+ x?-2x+4+2x7-5x+2

Ix?-4x+2. 1
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Dados los binomios:
5% - 2a 3a + 4 3a - 4

Calcula: a) el producto de los dos primeros,
b) el producto de los dos altimos y réstale el cuadrado del primero.

Resolucién

a) (5a* - 2a) (3a + 4) Planteo del producto.
= 15a® +20a? - 6a? - 8a Efectuando el producto segin el esquema (a + b)(c + d).

= 15a° + 14a? - 8a

b) 3a + 4)(3a - 4) - (5a? - 2a)? Planteo de la operacion.
= (3a)? - (4)? - [(5a)? - 2(5a¥)(2a) + (2a)] Aplicando los productos notables
(a + b)a - b) = a? - b?
(a+b)? = a’+2ab + b2
9a? - 16 - 25a* + 20a® - 4a?
5a* - 16 - 25a* + 20a®. N

Ademas de los paréntesis ( ), existen otras formas de signos de agrupacion: los
corchetes [ ] y las llaves { }.

En expresiones que contienen varios signos de agrupacion, se procede a su eli-
minacion de forma mas codmoda suprimiendo estos de adentro hacia afuera.

Suprime los signos de agrupacion y reduce los términos semejantes:
5¢2 - {-2a +2[41-@Ba -2)a -3)+a¥ - 3a}-63

Resolucion

5a? - {-2a + 2 [4,1 - (3a*9a -2a + 6) + a] - 3a} - 6,3
5 - {-2a + 2 [4,1 - 3a%?+ 9a + 2a - 6 + a] - 3a} - 6,3
5a? - {-2a + 8,2 - 6a*+ 18a + 4a - 12 + 2a? - 3a} - 6,3
5a*+ 2a - 8,2 + 6a* - 18a - 4a + 12 - 2a* + 3a - 6,3
9a? - 17a - 2,5. 1

Hay ocasiones en que es necesario asociar términos de una expresion algebraica
mediante la utilizacion de paréntesis, ya sea precedido del signo + o del signo -
Para ello se invertira el proceso estudiado.

Dada la suma: 5a3y - 6a%? - 8a 'y® + 2)* encierra los dos ultimos términos en
paréntesis precedido: a) del signo + ., b) del signo - .

Resolucion

a) 5a’3y - 6a?+ (- 8a"y3 + 2)’4) Se introducen los dos ultimos sumandos manteniendo sus
signos.
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b) Sa- y - 6a? - (8cl’ly3 - 2y4) Se introducen los dos ultimos sumandos cambiando sus sig-

nos. W

Ejercicios (epigrafe 4)

1.

16

Efectua y simplifica:

a) 5(7 - 2x) b) By - 7)(-3) c) (5a* - 6) - 3

d) (-4) (3x2 - 6x + 8) ) 2b (5b* - 3b) f) =322 (-4z22 + 22)

g) —4z* - (422 + 22) h) (-6a® + 8a? (-2a?) i) (-6a® + 8a? - (2a?)
i) (6y*)(-4y%a + 8y® - y*) k) (6y%) — (-4y%a + 8y® — y%)

. Calcula y simplifica:

a)(x +4) +(x-2) b) (x + 4) (x - 2) c)la-6)-(a-3)
d) (@ - 6)(-=a - 3) e) 2x2 - 6)+(x? + 2) f) 2x? - 6)(x2 + 2)
g) 3a® +2) - 4a*-1) h) 3a® + 3)(-4a® - 1) DOBx*+7)+Bx*-17)
i) Bx* + 1)(3x* - 7) k) (4y + 5)? 1) (3a? - 8)2

. Efectua y simplifica:
a) 2x + 3(4x - 8) b) (2x + 3)(4x - 8)
c)34a -1) - 2(2a - 5) d) 5y* (y - 3) - 6(2y* - 3y)
e)5ytey -3 -6.2y? - 3y f)(m + 3)m - 5) + 3m(-2m + 6)

gim+3-m-5+3m.-(-2m) +6 h)(2b - 3)b - 4) - (-6b + b?)
i) (3t + 2)(3t - 2) - (<702t - 5) DU@p-3)2p+1)-p+5p-1)
K)U@p-3)2p+1)-(p+5)p-1) DQz*+ 32)(z-2) - 2(z + 8)(2z - 3)

m) 2a + 3)? + (a - 1)? n)2a+ 3*+a-12

i) 3(56 - 4)* - (8 + 2b)? 0)3:.5b-4% -8 + 2b?

p) (6m? + 5)? + 2(5 - 3m)? q) 3p? (6p% - 1)? - 4(p? + 4)?

. Dados los trinomios:

A = 3a - 6b - 2b? B=-2b+ 3b>-8a? C=2a*- 6b+ 4da

Calcula las sumas indicadas y simplifica.

a)A + B b) B+ C cd-C ddA-B+C

e)B+A4A-C f)C-A4-B g) 34 + 2B h) A - 2C - 4B

. Dados los polinomios:

S, =3y +2 S,=y-3 S; = -3yt + 4y Se=2y* -3y +2
Calcula y simplifica.

a) S, -S,+5 -8, b) S, -5, -85, + 5, ¢S -5+ 85,

d) Sl . (Sz + Sg) e) S4 - 52 . S3 f) (S4 - Sz) . S3

g) 25, - (S, +°S) h) (S + 8+ §; + S, )

. Dados los polinomios:

x + 5 2x - 3; 6x2% - 6x + 5; 8x3 — 6x2+ 8x - 4
a) Efectua la suma de los tres primeros.

b) De la suma de los dos primeros resta la suma de los dos ultimos.
c) Al producto de los dos primeros suma el ultimo.



d) Del tercero, resta el producto del primero por el segundo.

e) De la suma de los cuadrados de los dos primeros, resta el tercero.
f) Del cuadrado de la diferencia de los dos primeros, suma el tercero.
g) Del cuadrado de la suma de los dos primeros, resta el ultimo.

. Suprime signos de agrupacion y reduce términos semejantes:
a)a + [3x - (2x - 3a)]
b) 2m + [4n - (-Tp + 2n) + 3m] - 8p
c) Sx — [2x* + (-3 + 4x — x?) + 9] - 6x
d) y - (4x - 2xy) - [4y - (-3x + 8y) - 2x)]
e)5 - [-(2b7"' + 6b - 8) + (7b + 8b") - 12] - 5b°
f) 2a’x + {-3a - [2ax + (-6ax + S5a*x - Ta)] - 6ax}
g) -7x%y — {2xy + [-8xy* - xy (2 - 9x) + xy] - 5x%} + 2x)?
h) 2¢? - {-5¢! + 4 [-2¢3 + 8¢ - 6¢2 - Tc?) + 3¢ - (Tc? - 6¢?)
) 262 - {-12 + 2 [-56* + 2b - 3)(b + 4)] + 9b | - 6
PD3x2 - {2x + D2x - 7) - 9x + [x* - 3x - 2)4] + 12} - 6x*

. Introduce en un paréntesis precedido del: i) signo + ii) signo — , los tres ultimos
términos de cada una de las siguientes expresiones:
a) -2x% + 6x - 4 + 3x? b) 3x3y* — Sx*y? + 2x%y? - 9xSy
c)-23a° + 0,4a* - 5,4a® - 7a* + 3,6 d) 4 - 2,7b%c + 9b*c* + 0,76bc*

e) 8x? +94x' - 75 - 3,2x f) - % x5 - 3.4x3 - 85x* + Tx?
. Dadas las siguientes expresiones, agrupalas en dos sumas con igual cantidad de

términos e introduce cada una de ellas en paréntesis precedidos: i) del signo +
ii) del signo - .

a)3x’ + 6x2 - 2x + 9 b) -9a%h - 6a + 3ab* - ab® .
c)34y? - 6x' + 8 - 3,7x d) 5x* - 3x%y + 2p - 3p?
e) 2a® - 6a*b - 3ab + 9b f) Sm*n® + 14mn* - 2n° - 6m'n®

g)4x’ + 9x* — Tx + 6x2 + 15x -8 h) 1,2y’ - 7Ty? — 4y - 8 + Ty' + 2y

. Multiplicacion y division de polinomios

En los epigrafes anteriores le hemos llamado polinomios a las expresiones alge-
braicas del tipo
3x? + %x—8 ; 6x‘—]/3 x* - 6x + 2

Los polinomios se pueden representar en forma abreviada por una letra mayus-
cula, indicando entre paréntesis la variable del polinomio: P (x), Q (x), R(»),..., et-

cétera.

El mayor exponente al que aparece elevada la variable, es el grado del polinomio.

Asi, por ejemplo:

P(x)=3x2+—:Tx—8 es de grado 2
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0 (x) = 6x4—]/3 x? - 6x + 2 es de grado 4
RO =y —-y*+ -1 es de grado 7

B(x) =2 es de grado 0 (todos los niumeros reales son
polinomios de grado cero)

Cuando se va a efectuar un producto de polinomios se escriben estos ordenando
los monomios en orden decreciente (o en orden creciente) de sus grados para faci-
litar la forma de realizar dicho producto. A continuacion te presentamos algunos
ejemplos de multiplicacion de polinomios.

SiM(x) = 5x% - 3x3, R(x) = 2x + 3x? - 4y,C (x) = x* - 2x2+ 3x, calcula y
simplifica: a) M - R, DR .C - M

Resolucion:

a) (5x3 - 3x?) (2x + 3x2 - 4)

(5x3 - 3x)(3x2 + 2x - 4) Planteando el producto ya ordenado.
15x5 + 10x* - 20x3 Producto de 5x3 por 3x? + 2x - 4.
- 9x* — 6x3 + 12x2 Producto de -3x? por 3x2 + 2x - 4.

15x3 + x* - 26x% + 12x? Suma de productos parciales.

Respuesta: 15x° + x* — 26x3 + 12x?

b) (x* = 2x2+ 3x)(3x2+ 2x - 4) - (5x% - 3x?

(x* - 2x2 + 3x)(3x2 + 2x - 4) Planteando el producto ordenado y con los
espacios en blanco correspondientes a las po-
3x8 + 2x% - 4x* tencias que faltan.

- 6x* - 4x? + B8x?
9x3 + 6x2 - 12x

3x8 + 2x% — 10x* + S5x3 + 14x? - 12x
(3x® + 2x5 — 10x* + 5x3 + 14x2 - 12x) - (5x3 - 3x?)
= 3x% + 2x5 — 10x* + 5x¥ + 14x2% - 12x - 5x% + 3x?

Respuesta: 3x® + 2x5 — 10x* + 17x2 - 12x W

Division de un polinomio P (x) por un binomio de la forma
x — a. Division sintética

En grados anteriores has estudiado como efectuar la division de un polinomio
por un binomio. Ahora estudiaras una forma breve de realizarla. Para ello es nece-
sario que recordemos el procedimiento ya estudiado.
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Dividamos 5x* — 6x? — 11x — 7 por x — 2. (Observa que el dividendo y el
divisor estan ordenados en potencias descendentes.)

Primer dividendo parcial Sx? |- 6x2- 11x -7 | x -2
Primer producto -5x3 |+10 x? D 5x2 + 4x - 3
Segundo dividendo parcial :_4|x2 “11] x
- (+2)
Segundo producto - 4x? + 8| x
Tercer dividendo parcial -3|x |-7
< (+2)

Tercer producto +3x |- 6 | e—m—

Resto -13

La division termina cuando se obtiene un dividendo parcial cuyo grado es
menor que el grado del divisor.
En este caso se cumple que:

S5x3 - 6x2 - 1lx -7 =(x = 2)(5x% + 4x - 3) + (-13)

Cuando dividimos un polinomio P (x) de grado n, por un binomio de la
forma x - a (de grado 1), se cumple que

P(x)=(x-a) Q)+ R

siendo el cociente Q (x) de grado n — 1 y el resto R un numero (de grado
cero).

Observa que en la division del ejemplo:

a) se han destacado los primeros coeficientes de los dividendos parciales y los coe-
ficientes del cociente, coincidiendo estos.

b) se han indicado en rectangulos como se obtienen los segundos coeficientes de los
productos: multiplicando los coeficientes de los cocientes por +2, que es la a del
divisor x - a.

Si observamos estas regularidades podemos realizar la division del ejemplo de
forma abreviada. Para realizarla tomamos los coeficientes del dividendo (ordenado
en potencias descendentes) y el valor de a en el divisor x — a (en este caso 2) y los
disponemos segun el siguiente esquema:

5 -6 -11 -7 «— Coeficientes del dividendo
Valordea — 2
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Los coeficientes de los términos del cociente y el resto, se obtienen de la siguiente
forma:

5 -6 -11 -1
+10 + 8 -
5 4/ -3 -13  « Resto

Coeficientes del polinomio cociente (tienen un grado menor
que el dividendo)

Cociente Q (x): 5x2 + 4x -3 Resto R: -13

El esquema anterior para obtener la divisiOn recibe el nombre de dlvnslén smté-
tica, método de Horner o regla de Ruffini.

Aplica el esquema de la division sintética para obtener el cociente y el resto de la
division del polinomio

D(x) = 2x* + Tx? - 4x - 10 por x + 3.

Resolucion
Como x + 3 = x - (=3), el valor de a es -3. Una forma comoda para determinar

el valor de a en el esquema de la division sintética es igualar a cero el divisor y des-
pejar x. En este caso x + 3 = 0, x = -3, y el valor de a = -3.

7 -4 -10<+—Coeficientes del polino-

Valor de aq | 2
1 mio ordenado

-3 A -6 ) -3 " +21

v
2 1 -1 11

Respuesta: El cociente es 2x2 + x — 7y el resto, es 11. W

Un polinomio P (x) es divisible por un binomio de la forma x - a, el resto es
cero, si y solo si se puede expresar como '

P(x)=(x-a)-Q(x)
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Aplicando la regla de Ruffini, determina si el polinomio
P(x) = x* + 5x% + 10x + 8 es divisible por x + 2. En caso de serlo expresa el po-
linomio P(x) como un producto de factores.

Resolucion
1 5 10 8
-2 -2 -6 8 Observa que (4) - (-2) = -8
' 1 3 4 0

Respuesta: Es divisible porque el resto es cero.
Px)=x>+5x2+10x+8=(x+2)(x*+3x+4). N

Es importante sefalar que para que el resto pueda ser cero, el término indepen-
diente 8 debe ser un multiplo de a, en este caso de -2.

Para que un polinomio P (x) sea divisible por un binomio de la forma x - a,
es necesario que a sea un divisor del término independiente.

Ejercicios (epigrafe 5)

1. Calcula y simplifica:

a) (2y? - 3y + 2y - 5y) b) (5a® - 3a)(2a® - 7a* - 4a)
c) (3x2 + 8x)(6x2 — 5 — 8x) d) (57 - 6y)(4y* — 9y — 2y?)
e) (-3a? + a*)(5a% - 7a® - 2a%) f) (362 - 6b — 2)(-2b* + 3b - 7)

g) (=5x2 + 8x* — 2x)(2 - 3x + 4x?) h) (2y® - 6y* — 3y)Sy - 4y’ - Ty?)
i) (6x* + 2x% — 5x*)(5x — 3 + 4x¥)  j) (2z* - 3 + 82%)(3z + 52° - 72Y)
k) (3a? - 6a + 2)? ) (5x3 - 2x* - 4)?

2. Calcula y simplifica:

a) (x% — 3x) (x3 = 2x?) + (6x2 — 3x + 1)(x* - 6x2 - 2x)
b) (2a? - 5a)(-3a’ + 3a? - 7a) + (2a* + 9a? - 6a)6a? - 7a + 1)
c) (6y2 — 3y + 4)(? + 5p2 = Ty) - 20»* — 293y - 5 - 4y?)
d) (-5b% + 3b — 7)(2b% — 8) — (3b% = 2)2 + (6b — 7b% + 3)(—4 + 5b2 — 9b)
e) (=323 + 2z - 5z)(3z2 - 8z% + 2z) — (322 - 5z)(3z2 + 5z) -
- (323 —z2+ 2)(2z* + 8z - 1)

3. Calcula, aplicando la regla de Ruffini, el cociente y el resto de la division de:

a) x? - 2x?+ 4x - Sporx -2 b) x3 + 4x? - Tx + 3 por x + 4
c) 2x3 —x2+ 3x - Tporx -3 d) 3x? - 6x + 5x* -4 por x + |
e) x> -32x + 8porx -6 f) 3x3 + 5x2 -4 por x + 2

g) 2x3+ 9x?+ 25 porx + 5 h) 5x* - 3x3+ 2x - 3 por x - 2
i) 5x + 2x3 + x* —4porx + 3 j) 2x* + 4x3 + x? — 4 por x + 2
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4.SiP(x) = x*+ 2x? + bx - 8, determina el valor de b para que P (x) sea divisible
porra)x+ 1 b)x -2 ¢c)x+ 2 d*)2x - 1.

5. Sin aplicar la division sintética, di si el polinomio P (x) = x> - 3x2 — 4x + 12
podria ser divisible por:
a)x + 5 b)x -3 c)x+ 17 d) x - 6.
Justifica.

6. Repaso de la transformacion de sumas en productos
(descomposicion factorial)

Nos proponemos en este grado que profundices tus conocimientos de la descom-
posicion factorial. Recuerda que cuando se descompone en factores, se continua
hasta que los factores tengan la forma mas simple posible, de modo que no se pueda
aplicar ninguno de los casos de descomposicion factorial por ti estudiados.

Cuando se realiza una factorizacion, el orden a seguir es:

1. Factor comun.

2. Binomios Diferencia de cuadrados
o

Trinomios Cuadrado perfecto

x2+ px + q
mx?+ px + q
3. Combinaciones de casos.

Descompén en factores completamente. Verifica el resultado.

a) 36x%’ - 90x% b) r2 - 25 ¢ x? - 11x + 28
d) 262 -7b - 4 e w2 — 12w + 4.
Resolucion

a) Para factorizar 36x%?® - 90x3b nuestro primer paso es determinar si existe factor
comun. Analicemos entonces:

1. Si existe factor comin numérico. Para ello busquemos el mayor divisor comun
a 36 y a 90. En este caso es el 18.

2. Si existe factor comun literak Determinemos entonces las variables que estén
comunes en cada uno de los términos de la suma, tomandose estas con el me-
nor exponente.

Aqui tomaremos x2, pues solo existe la x como variable comun. El factor comun

de la suma es 18x2
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36x2a® — 90x% = 18x2(2a® — 5x3%) Para determinar los sumandos del binomio, calcu-

lamos:
36x%’ 90x3 b ,
=2a’y — = 5x’b.
18x? 18x?

El binomio 2a? - 5x% no es posible descomponerlo en factores.
Verificacion:
18x2 (2a3 - 5x3%) = 36x%® — 90x% Efectuando el producto.

b) Es un binomio en el cual no existe factor comun; ahora bien, es una diferencia
en que cada uno de sus términos es un cuadrado perfecto:

]/r2 =r y ]/gzi

r2 =25 =(r + 5)(r -5)
Verificacion: (r + 5)(r —= 5) = (r)2 = (5)2 = r? - 25

¢) Es un trinomio de la forma x2? + px + g, que no presenta factor comun. Al com-
parar con el producto notable (x + a)(x + b) = x?2 + (a + b)x + ab vemos que
se tiene que cumplira + b = 28y a + b = -11; es decir, hay que buscar dos nu-
meros cuyo producto sea +28 y su suma algebraica —11. Como el producto es po-
sitivo, ambos factores tienen el mismo signo (los dos positivos o los dos negati-
VOS), Yy cCOmo su suma es negativa, los signos son menos. Para determinar las pa-
rejas de numeros cuyo producto sea 28, determinemos los factores de 28: 1; 2; 4;
7; 14; 28 y dispongamos las parejas
1 2 4
28 14 7

Los unicos numeros cuya suma es —-11 y su producto +28 son -7 y -4, luego
xT - 1lx + 28 = (x = I)x - 4)

Verificacion: (x — 7)(x — 4) = x2 + (4 -T)x + (4)(-7)
x2 — 1lx + 28

d) Este es un trinomio de la forma mx? + px + g, que no presenta factor comun.
Recordemos dos procedimientos para efectuar su descomposicion.

Primer procedimiento: Por aplicacion del producto
(ax + b)cx + d) = acx? + (bc + ad)x + bd.

Recuerda que si dispones los coeficientes de los binomios en columnas y efectuas
los productos como te indicamos puedes obtener los coeficientes del trinomio.

l bc + ad l
ac bd

Luego para descomponer el trinomio 2b? - 7b - 4 busquemos las parejas de
factores tales que a - ¢ = 2, b -d = -4 y que cumplan que bc + ad = 7.
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e)

1. -2 1. 4 . 4 —b-4
2><2 2><;1 2><+1 —2b + 1
+2-4=-2 -1+8=7 +1 -8 =7
Luego 262 —7b —4 = (b - 4)2b + 1)
Verificacion: (b — 4)(2b + 1) = 2b2 + b - 8b — 4 = 2b* - 7h - 4
Segundo procedimiento: Por reduccion al trinomio x2 + px + q.
Para reducirlo a este caso se multiplica el trinomio por el coeficiente del término

en x2 y para que no se altere, se divide por el mismo numero, en este caso por
2, y procedemos como en el ejemplo 1c):

2 —
22 - 7b - 4 = 2(2b 27b 4) Multiplicando numerador y denominador por 2.
2)_ —
= 2026 2(27b) 24) Aplicando la propiedad distributiva.

(2b)* - 7(2b) - 8

= Convirtiéndolo en un trinomio x? + px + ¢

2 pues: 2267 = (2b)°.
(2b - 8)(2b + 1) ) N
= 2 Factorizando el trinomio x* + px + gq.
206 - )(2b + 1) , . L
= > Extrayendo el factor comun 2 del primer binomio.

(b - 4)(2b + 1) Ssimplificando.

Nota: En la practica, los dos primeros pasos se eliminan, comenzandose el ejercicio a partir del tercer
paso.

En este caso, el primero y el ultimo término son positivos y cuadrados perfectos.
Iw? - 12w + 4

Lo

Verificamos si el término del medio es el doble producto de esas raices cuadradas
2(3w)(2) = 12w y aplicamos el producto notable (@ + b)*= a? + 2ab + b2
Tendremos entonces:

9w? — 12w + 4 = (3w - 2)2

3w
Verificacion: (3w - 2)2 = (3w)? - 2(3w)(2) + (2)2 = 9w? - 12w + 4.

Nota: Este trinomio también se puede descomponer como uno de la forma mx? + px + g obtenién-
dose el mismo resultado. Wl

A continuacion te presentamos otros ejemplos de factorizacion con un grado ma-

-yor de complejidad.
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Factoriza:

a) 6m2(a + 3b) - Tp (@ + 3b) b) 8m? + m* - 48
¢) 3p? - 4pc? - 4ct d) 5a° - 180ab? e) 32r3 - 16r®%? + 2rbs

Resolucion

a) 6m¥a + 3b) - 7p (a + 3b) = (a + 3h)(6m? — Tp) Extrayendo factor comun a + 3b.

b) 8m? + m* — 48 = m* + 8m? — 48 Ordenando el trinomio.
= (m? + 12)(m? - 4) Factorizando el trinomio x? + px + g donde
x = m?,
= (m? + 12)(m + 2) (m - 2) Factorizando la diferencia de cuadrados.

c) 3p? - 4pc? - 4c*
Se trata de una generalizacion del trinomio de la forma mx? + px + g ala forma
mx? + pxy + qy* En este caso y = c?y se descompone de la misma forma. Para
ello busquemos las parejas de nuimeros cuyos productos sean 3 y -4 y en las cua-
les la suma de sus productos cruzados sea —4.

3><+2—*3p + 2c?
1 2—p - 2c?
6+2=-4

Luego 3p% — 4pc? - 4c* = (3p + 2¢) (p - 2¢H

d) 5a° - 180ab? = 5a (a* - 36b? Extrayendo factor comin 5a.

S5a (a? - 6b) (a% + 6b) Factorizando la diferencia de cuadrados.

2rbs = 2r (16r* — 8rb® + b°)

2r (4r — b*)? Factorizando el trinomio cuadrado perfecto. W

e)32r - 16r°

+

Para descomponer un trinomio no siempre es posible utilizar los procedimientos
del ejemplo 2. En esos casos es conveniente emplear la formula de resolucion de la
ecuacion de segundo grado.

Si x, y x, son las raices de la ecuaciéon ax?+ bx + ¢ = 0 entonces
ax*+bx +c=a (x - x)(x - x)).

Factoriza x2 - 4x - 6.

Resolucion

Este trinomio no se puede factorizar de acuerdo con los procedimientos hasta
ahora empleados, pues no existen dos nimeros enteros cuyo producto sea 6y su
suma algebraica 4.
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Resolvamos entonces la ecuacion x? — 4x — 6 = 0. Para hacerlo utilizamos la

férmula de la ecuacion de segundo gradocona = 1, b = - 4y ¢ = -6 y encontra-
mos que

2~ 4ac = (4)? - 4 (1)X(-6) = 16 + 24 = 40>0,

luego las raices seran

y = —4) + VD I SO L
2(1) 2(1)

x = 2 V40 x, = 2= V40
2 2

yentoncesx2—4x—6=(x— 4+V40)( 4_V40) n

Ejercicios (epigrafe 6)

1.
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Descompon en factores:

a) 5b* - 3b°. b) 2x%h + 9xb* c) 12a* - 4a°

d) 36y%z° + 12y*z’m e) 35p3z* - 56p*q? f) 4x* - Tx® + 2x?

g) 22m?® - 11m? + 55m* h) 24x3y* - 18x*y? — 30x%y?

i) 36m*n + 24m’n® + 48m’® j) 48 a*b’c? - 60a’b®c® - 36aSh’

k) 3x2 (x + 4) - 7(x + 4) D) Sa(x - 2y) + 3b(x - 2y)

m) 8b (z + 3a) - 3x(z + 3a) n3a@2b-¢c +@2b-c¢c)(5d-17)

n) (2q + 3)(11p - 8) - 6a(llp — 8) o) 8m (7b + q) - (4b - 3)(7b + q)
. Factoriza:

a) 3x3 + x? b) 63a*b’c* - 2lab’

c) 35m’ + 2Tm* + 32 m?® d) 6p*q® - 12p%q® + 27p°

e) 54x5y5 — 27x5y5 + 63x%’ f) 36¢5h* + 72c%b* + S54c'd*

g) 24m’x® + 48mSx7 — 60 m*x® h) 44pic’a® - 33p’a* - 55a%ct

i) 60x3ySc* — 75x%y5c® — 55 a?c® j) 96mSpdc’ + 60m’p’ct + 48mpic’

k) 5x% (3a® + b*) - 6y* (3a? + b?) D3a(x-2h) +(x-2h Tm - 3)

m) 12a% (b - 3¢) + (b - 3¢)? n) 9q (@ + 3b) - (m + 2n) (a + 3b)

n) 2m - 3) (5q - 6h) + (5q - 6h) (8a - 9b)
o) (15p + 8a) 2m - n) - (15p + 8a) (7b - 6¢)
p) (3b + 8¢) - 7q (3b + 8¢)?

q) 2a - b) (m - 3p) - (2a - b)?

. Transforma en un producto:

a) 25a% - 1 b) 36x2 — 49)? ) 16b* — 81¢2
d) 4 - x* e) 9y° - 64 p =8 _ pe
25
49 1 121
g) td? - —— x? h) — m!' - 100a* i) —— a*b®
81 9 vl
j) 0,01m? - ¢* k) 0,09p* — xSy!0 1) 0,25¢2 - 0,006 4p*ct?



4. Expresa como un producto de factores:
a) 4x? - 9y? b) 64a*b? — 81y5 c¢) 100m® — 49p*y* d) —116— x4ylo

e) 36

m* — 121p*y* f) 0,49p% - 0,36¢*x!? g) 0,008 1y'2 - 1,21x*z!

h) 2x - y)* - 81y5x? i) (m? + 3n)? — 144y* i) (56° - 2¢)* - 0,49y*
K) (8m + 7p¥)? - 36x¢ 1) 9z¢ — (5x — »?)? m) 16p% — (3a - b*)?

n*) 81(2a - 3)* - 16a%* 1) y¥x - 1)? — (2a + b)? o) % (3x+2)? - (2x-3)?

5. Factoriza:
a) 4x° - 49x b) 2y3x? — 50y c) 24a° - 54a® d) 5x*y® - 80x2m?
e) 13b%¢% - 52b%" f) 8mbn® — 200m?n g) d* - 1 h) mdp* - 16

16

i) 2x5 - 162x% y'2  j) 80m'! - Sm? k) : a’ - 0,000 1 a®

6. Descompon en factores:

a)a? + 8a + 16 b) x* - 10x + 25 c) ¢t + 18c + 81

d) 4b* - 186 + 9 e) 36y + 84y + 49 f) a*b® - 16a?b® + 64
g) 100a? + 20ab’c* + bt h) 9msp? — 30mipx? + 25x*

i) (x +3)? -6y (x + 3) + 9 i) _Z_ x4+ 12x3y + 16y

k) 0,04m® - 0,2m’p* + 0,25p* D) Q2a + 5)? - 12w* (2a + 5) + 36w!°

7. Descompon en factores:

a)x2+Tx+10 b)a>-9a+14 ¢)y*-2y-15 d)m*+ m-20
e)c?-10c+24 ) x* - 15x - 54 g y*+ 21y - 72 h)a’- 19a® + 48
i) b* - 15b* + 36 j) m® + 10m® - 75 k) x* - 10x%a + 16a?
DS — 12y°2* - 64z2) m) (3x)? — 11(3x) + 28 n) (5»)% - 8(5y) - 20
i) (7a)? + 6(7a) - 40

8. Factoriza:
a) 2a*+ 7a + 3 b) 3b2 - 11b + 6 c) 5x2 - 8x - 4
d) 42+ 5y - 6 e) 6m? - 19m + 8 ) 7p2-19p - 6
g) 3x® — 37x3 + 12 h) 5x% - 7x4 -6 i) 6y + 7ys - 10

j) 4m* — 15m%3 + 9p¢ K) 8a® - 29a’p’ - 12p1° 1) 9c®+ 48c*m3+ 15m10

9. Factoriza:

a) x2+ 6x+9 b) a* - 10a? + 25 c)4c® -4 + 1 d) m' - 6m° - 16
e)y? -9y + 18 ) bS - 26> - 24 g)d' + 6d4° - 40 h) p® + 17p* + 60
i) x10-26x* + 25 j)2a*-1la + 12 k) 6mé-19m* -7 1) 10x"4-43x7+12
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10. Descompén en factores:
a) x* - 12x% - 28 b) 166 — 24b%a® + 9a* c¢) 3y* - 4y*b - 7b?
d) mé — S5m*b? + 4b* e) 4x® - 24x*b® + 1165 f) 4a’b? + b* - 1248
g) 60y°x? + 25x* + 36y%h) -2a’b + a® - 24b? i) —48y2x® + 64y* + 9x!0
j) 3¢t — 10p® - cp* k) -10x* + 5y19 + 23y5x2

11. Factoriza completamente:

a) 5x* — 20x® - 60x? b) 4y° — 40y* + 96)°

c) 12ab* - 24ab?® - 96ab? d) 12m*n - 12m’n? + 3m*n?

e) 12x3y - 30x2%y - 72xy f) 48b%c® - 40b%c? + 8b%c

g) 45d°g* - 30d*g? - 120d°g? h) 50m’n* - 170m*n* - 120m3n*
i) 28x%y — 84x3y? + 63x%? j) 2a’b - 4a°b - 48a’b

k) 6bc'! — 36bc® + 48bc° 1) 843 + 32dSh® - 96d*h}

m) -55mn? + 45m*n? + 10m’n? n) -90p3q + 48p'lq - 84piq

f) —27x%y° + 9xBy? — 162x%* o) -12a’b® - 72a°b* + 144a°b?

7. Profundizacion en la descomposicion factorial

Estudiaremos ahora otras técnicas de descomposicion factorial que nos permitan
realizar Ia descomposicion en casos en los que los métodos estudiados no son apli-
cables.

En primer lugar veamos como la regla de Ruffini, con la que sabemos calcular
el cociente y el resto de la division de un polinomio P (x) por un binomio de la forma
X - a, puede aplicarse a la factorizacion de polinomios.

Descompén en factores, aplicando la regla de Ruffini
P(x) = x3 - 4x2+ Tx - 6.

Resolucion

El polinomio dado es divisible por un binomio de la forma x — a siempre que el
resto sea cero, y para ello a tiene que ser un divisor de 6. Por tanto, determinemos
los divisores de 6: +1; +2; +3; +6 y apliquemos sucesivamente la regla con estos
valores para determinar los que anulan el resto.

1 —4 +7 -6 1 —4 +7 -6
+1 1 -3 +4 -1 -1 +5 -12
1 -3 +4 -2 | 1 -5 +12 -18
1 —4 +7 -6
+2 2 —4 +6
1 =2 +3 0
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Luego P (x) es divisible por x — 2, obteniéndose como cociente x? - 2x + 3 (tri-
nomio no factorizable porque su discriminante es negativo).

Resulta que: x* —4x2+ 7x -6 =(x - 2)(x2-2x + 3). B

En algunos casos, se necesita realizar agrupamientos y utilizar de manera com-
binada los casos de factorizacion ya estudiados, para hacer la descomposicion.

Factoriza completamente:

a) 2bm - 3b + 4dmc - 6¢ b) 3a*x - 6ax + 10p - Sap
c) 2x® - 5 + 5x2 - 2x d) b? - 6ab + 9a* - 25x>.
Resolucion

a) 2bm - 3b + 4mc - 6¢

Esta expresion contiene factor comun b en los dos primeros sumandos y factor
comun 2c en los dos ultimos. Agrupemos estos sumandos en paréntesis precedi-
dos del signo + y extraigamos los factores comunes sefialados.
2bm - 3b + 4mc - 6¢c = 2bm - 3b) + (4mc - 6¢) Agrupando.

b (2m - 3) + 2¢ (2m - 3) Extrayendo factor comun b y 2c.
(2m -3) (b + 2¢) Extrayendo factor comun 2m - 3.

b) 3a%* - 6ax + 10p - Sap
= (3a* - 6ax) + (10p - 5ap) Agrupando.
= 3ax (@ - 2) + 5p (2 - a) Extrayendo factor comun 3ax y 5p.
Las expresiones dentro de los paréntesis se diferencian solamente en los signos.
Esta situacion se resuelve haciendo un cambio de signo a los factores Sp y
(2 - a), obteniéndose:
3ax(a@a -2)+ 50 (2 -a)=3ax(@a@ -2) -5p (=2 + a)
= 3ax (@ — 2) - 5p (@ — 2) Ordenando el segundo paréntesis.
= (a - 2)(3ax - 5p) Extrayendo factor comin a - 2.

c) 2x3 - 5 + 5x% - 2x
Primera via: Por agrupamiento: Agrupando el primero y el tercer término y el se-
gundo y el cuarto.
2x3 =5 + 5x2 - 2x = (2x3 + 5x) + (2x - 5)
=x2(2x + 5) - (2x + 5)
2x + 5)(x2-1)
= (2x + 5)(x + 1)(x — 1) Factorizando la diferencia de cuadrados.

Segunda via: Aplicando Ruffini.

2x* + 5x? — 2x — 5 Ordenando el polinomio.

2 +5 -2 -5
-1 -2 -3 +5 Aplicando Ruffini.

|2 3 s [of

29



2x¥ + SxT - 2x -5 =(x+ 1D2x%+ 3x - 5)
=+ D2x + 5 - 1) Factorizando el trinomio mx? + px + q.

d) b? - 6ab + 9a? - 25x?
Si realizamos algun agrupamiento como los hasta ahora efectuados, no obtendre-
mos resultados positivos. Ensayemos otra forma de agruparlos.

(b? - 6ab + 9a? - 25x? Agrupando los tres primeros términos.
= (b - 3a)? - 25x? Factorizando el trinomio cuadrado perfecto.
= (b - 3a + 5x)b - 3a - 5x) Factorizando la diferencia de cuadrados. W

Ejercicios (epigrafe 7)

1. Descompon en factores:
a)a’ -4a>+8a -5 b)b - 3b*+ 4b - 4 c)x}+4x2 +Tx + 6

d A +4ct+c-6 e) x> + 4x% + 5x + 2 ) m* + m* - 14m - 24
g)a’ -5 +8a-4 hb -4b2+b+6 Dx*-Tx+6
j)a® - 3a®> + 4 K) m*-—4m? +3m*+4m-41) z* + 62° + 9z -4z 12

m) y* - 11y? - 18y - 8 n) x* - 12x - 16

2. Descompon en factores:

a)cx +dx + mc+ md b)ay - az + by - bz c) bd + qd - bh - gh
d)ab - ax -bd + dx e mp +5m +2p+10 f) 2ab - 3b + 10a - 15
g) x2+ 2x - 3xy -6y h)dax + 5x - 4a - 5 i) 4x? - 16x? + 3x = 12

j) 6am? — 15am - 4b’m + 10b? k) 4p® + 12p%a - pa - 3a?

1) 18x% — 3xy? — 6x%y + y* m) S5a’y - 15a%z - 2by + 6bz

n) 1+ x - x¥yz - x*z f) a® + Sa* - 20b - 4a®

o) 8ax® - 12x* - 2ax + 3 p) -3a® - 6a* - 5ab® - 10b°

qQ) ax + bx — ay - by + az + bz r) x} + 2x¥y - zx - 2zy - 3x - 6y

3. Descompoén en factores:

a) x2+ 6x+ 9 - a? b) 4a* — 4a + 1 - 16)?

c) 9y + 30y + 25 - 64¢? d) 36p* - 84p + 49 - 81m*
e) 16x? — 25y — 20y - 4 f) 100p? — 4942 - 42ay - 9y?
g) 36x% — y? + l4yz — 49272 h) 121a* - 4a* - 36a - 81

i) 30ab - 25a* + 4¢* - 9b? j) 48ax — 36a* + y* - 16x?

4. Descompon en factores:

a) x2 -4 + ax - 2a b)a* -9 + 7ax + 21x
c)9m? - 4 - 12am + 8a d) 25a* - b* - 15a® + 3ab
e) 6p* - 2p + Ip*a® - a? f) 12mb + 42m - 4b* + 49
g) 3am + 6mb - 10b - Sa h) 3x® - 28a - 21x? + 4ax
) x?+ 12a - 9 - 4ax j)25 + 4mb + 10m - 4b?
K) 9y + 25 - 16x2 - 30y 1) 4x* - 25x° + 9 + 12x2
m)42a+%c‘—9a2—49 n) 25 + x* - 36y* - 10x

) 4c*d? - 25m*n* + 9 - 12¢c3d
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5*. Descompon en factores:
a) b — Tbc + 56c - 4b - 32
c) 3y* - S5py? - 11y? + 20p - 4
e) 16x%a - 3a - 10x? + 5 - 8a?

b) 8xd + 13x - 42 — 56d - x?
d) 5¢ + 10p*c® + 2 + 2p* — 25¢¢
f) 8xy? — x¥?* - 16y + 10 - 3xy

g) -64n? + 4bm ~- 32bn + m? h) ——8%- x4? + 42x? — 9x* - 49

§) =2x* + Sx% 4+ 18x% + 27x3 + 12

i) 82 — 10xy + 2y + 5x - 3
k) 6m%® + 8p - 4 - 3m? 1) 27y% + 622 — 3y5 + Ty + 18yz
m) 27a%® - 45a? + 20p* - 12p? n) 2a’ - a? + 4y® - 4a¥?

) -10 — 24a% + 9a% - 16b - 9a? o) 6mn?® — n® + 15m? - Im? - S5m#n?

p) 25b - 20a + 4a? + 25 - 10ab

Fracciones algebraicas

8. Simplificacion de fracciones. Multiplicacion y division
de fracciones algebraicas

Simplificacion
El procedimiento de simplificacion de una fraccion algebraica es conocido por

haberlo estudiado ya desde noveno grado.
Ahora aplicaremos los casos combinados de factorizacion a la simplificacion.

Para simplificar una fraccion se factoriza el numerador y el denominador y se
divide cada uno de ellos entre cada factor que les sea comun.

Simplifica:
3,2
a) — 7t p X a4’
12yz4y3 + 29 ax* — a¥?
(x - 3)a -b) O 2c6 - 13¢3+ 6
3 - x)a + b) ct - 4c? - 12
9x10 _ 24x% + 16 0 2m3 —9m? + 17m - 14
dm* - 10m3 + 35m - 49

3ax® - 4b - dax + 3bx$

Resolucion
8yiz?
12yz4 (3 + 29




Como el numerador y el denominador estan factorizados, para simplificar la frac-
cidon dividimos ambos por 4yz?% que es el mayor factor comun.

8y3z? B 2y?
12yz* (»3 + 2z 3z2(y? + z?)
b) x*-a?  (x*+a)x?-a) x2+a
axt —ax? ax?(x? - a) ax?
(x - 3)a - b)
c)
(3 - x)a + b)

En el inciso c, tal como aparece la fraccion, no se puede realizar ninguna simpli-
ficacion. Sin embargo, en ella aparecen dos factores que se diferencian solamente
en los signos. Si le cambiamos los signos a uno de esos factores y a la fraccion

(o a otro factor), entonces si podemos simplificar.

(x-3a-b _ @B-xa-b) = a-b _ b-a
3 -x)a+ b 3 -x)a + b) a+b  a+b
9 2c6 - 13¢* + 6 _ (2¢? - 1)(c? - 6) _ 23 -1

cs - 4¢3 - 12 (c®+ 2)c? - 6) ci+ 2

9x10 — 24x5 + 16
3ax$ — 4b - 4ax + 3bx}

Factorizando el numerador y el denominador, tendremos:
9x10 — 24x5 + 16 = (3x% - 4)?
3ax® - 4b - dax + 3bx® = 3ax® + 3bx® - 4ax - 4b
= 3x%ax + b) - 4(ax + b) = (ax + b)(3x® - 4)
9x10 — 24x% + 16 _ (3x3 - 4)? _ X' -4
3ax$ - 4b - dax + 3bx® (ax + b)(3x® - 4) ax + b

2m? — 9m? + 17m - 14
4m* - 10m?* + 35m - 49

f)

Si se trata de realizar algun agrupamiento en el numerador, no se obtiene ningun
resultado. Aplicando la regla de Ruffini para +2

2 9 +17  -l4
+2 4 -10 +14

|2 -5 + 7 LOJ

Luego, 2m3 - 9m? + 17Tm - 14 = (m - 2)2m? - 5m + 7)

y 4m* — 10m?® + 35m - 49 = (4m* - 49) + (-10m? + 35m) =

= 2m?+ 7)2m? - 7) = 5m 2m? - 7) = 2m? - 7)2m?* + 7 - S5m)
2m?® - 9m?+ 17Tm - 14 =~ (m -2)2m?* -Sm+17) = m -2 -
4m* — 10m? + 35m - 49 Q2m? - 1)2m? - 5m + 7) 2m? -7
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Multiplicacion y division

La multiplicacion de fracciones algebraicas se efectua de igual forma que el pro-
ducto de fracciones comunes.
2 5 2.5 10

Por ejemplo: — .« — = =
jemp 3 7 3.7 21

Al multiplicar dos o mas fracciones algebraicas, el resultado es una fraccion
cuyo numerador es el producto de los numeradores y el denominador es el pro-
ducto de los denominadores de las fracciones dadas.

Si tenemos las fracciones algebraicas % y —g
entonces —4 . —C— = g B, D0
B D B.-D

Como el resultado debe darse lo mas simplificado posible, es conveniente fac-
torizar los numeradores y los denominadores de las fracciones dadas y simplificar
los factores comunes a ellos, antes de efectuar las multiplicaciones.

El cociente de fracciones algebraicas se efectua de igual manera que el cociente
de fracciones comunes.

2 .
Porejemplo;i;l:—._;—z :_6

Para dividir una fraccion algebraica por otra, se efectua el producto de la frac-
cién dividendo por la fraccion reciproca del divisor.

Si tenemos las fracciones algebraicas % y —g
entonces—A— :—g :i 2 :——A—'—ll B, D, Cz%0
B D B C B.C

Si se presentan multiplicaciones y divisiones combinadas, se efectuan en el orden
en que se presentan (a menos que se quiera dar otro orden, para lo cual se utiliza-
rian los paréntesis).

Efectaa:

a) — 10a°b¢ -154°
254° -8atd?
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Resolucidon

-10a°b® -15d°

o +3p4d2 3b%d?
25a? 8ad®  —4da* P
b) dxly + 12x%z (x - 32)2
x? - 922 x(2x + 52) - 3z2(2x + 52)
Resolucion
4xly(x + 3z) (x - 32)? _ 4xYy
(x + 32)(x - 32) (2x + 5z)(x - 32) 2x + 5z
o Izm + nz - 6m - 2n 9n? — n?
Gz -2z + 2 - 4b)

Im? + 14mn - S5n?
Resolucion

3zm + nz - 6m - 2n
(z - 2)(z + 2 - 4b)

Im? - n?

3m? + 14 mn - Sn?

3zm + nz - 6m - 2n

3m? + 14mn - 5n?
(z -2z + 2 - 4b)

Im? — n?

Bm + n)z - 2)

) (3m - n)(m + 5n)
(z-2)z+ 2 - 4b)

Bm + n)(3m - n)

m + 5n
z+2-4b
2 _ _ 2

4 14y + 49 - 9x : (42x2 + 18x3 - 6x%)

Bx -y +3x -7

Resolucion

Factorizaciones

»:-14y + 49 - 9x2= (2 - 14y + 49) - 9x2=(y - 7)? - 9x2 =
=0 -7+300 -7 - 3x)

42x? + 18x3 - 6x% = 6x2(7 + 3x - y)
y2 - 14y + 49 - 9x?

: (42x2 + 183 - 6xY)
Gx -y +3x -7 4

y2—14y+49—9x2_ 1

Bx -Ny +3x -7 42x? + 18x3 - 6xY

b -7+3x)y -7 - 3x) .
Bx -y +3x -17)

1
6x¥7 + 3x - y)
- -7+ 37 + 3x —y) .

Bx -7y +3x -17)

1

1
6x2(7 + 3x - y)

6x2(3x - 7)
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Ejercicios (epigrafe 8)

1. Simplifica las siguientes fracciones:

2y7 - 8y*x + 8yx?

5 _ 3,2 _ 3
W Im’y — 4m’y 15my

18miy + 12mdy - 30my?

x(3x2-2) + (m - n)(3x?2 - 2)
12x* - 5x2 - 2

V)

12a%b* b) 36x%y? 0 -15m’p* -14¢?
54a’b -9x4y8 -3m’p? 28c8d*
o) 32a¥a - b)a + b) -12x%y%x - y)?
4a¥(a - b)? -6x%y3%(x - y)?
) 18mSp (x - 3 + 2y) _2d%(c - 3d)
-24m3pS(x - 3 + 2y) 10a%3d - ¢)
-25x3(x + 5y) i) (2a - b)(3a + 2b - 42)
S5x*yH-x - 5y) (2b - 4z + 3a)(b - 2a)
K 16x*y¥(m - 5p)? -15c%d*(m? + 2h)?
-12x3(5p - m) 48cd’(- m? - 2h)
(m -6+ 3x)(m -6 - 3x) (x - 29)(x* + 5y - 3)
2m2(m + 6 — 3x)(3x + 6 — m) 2y - x)(3 - x* - 5y)
2. Simplifica:
_ 2 _ 2 2
Sxy - 3x b)a 4 C)x+x d)m+6m+9
Sx3y? - 3x%y a? - 2a 3x + 3 m: -9
4a? - 25 b* - 15b + 54 3¢ - l4c + 8
e) f) g)
4a? - 20a + 25 b* - 6b - 27 4c? - 13¢ - 12
3 _ 3 2 3 _ 2
h) n n 0 3x3 + 9x i) X 6x
n* - 51 -6 x? +6x+9 x? - 12x + 36
a* + 6a? -1 3x2 + 19x + 20 . 4a* - 15a® - 4
k) 1 m)
a* + 8a* -9 6x* + 17x + 12 a® - 8a - 20
2. _ 2 _ _ 3 _
1) 16a%x - 25x o) 6x 11x - 10 p) 24y 6y
12a® - 7a* - 10a 4x? + 4x - 35 12y* + 12y% + 3y?
@ 12x3 + 48x? 6a*y — 54a? s) 4x% — 16x* - 48x?
x} - 6x? - 40x 2a* + 3a® - 20a? 4x5 - 18x3 - 36x
1 _ 2
t) 6y 24 x?%y
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3. Simplifica:

a)

c)

e)

5x% + 20x + 8ax + 32a

10a2? + 16a3x

m?+ 3m - 6m - 18

m? - 2m? - 6m + 12

a*+ Sa’ + 4

a® - 3a®?+ 4a - 12b?

y2+ 10y + 25 - 16x?

16x2 + 8xy + y* - 25

4. Simplifica:

2) x? -9 —ax - 3a y* -4 - 3ay + 6a a’ -a + 3a? -3

2x3 + 6x2+ x + 3 y:+ 4y + 4 - 9a? a’-Ta + 6
m*+ 6m?+ 9 a*+ 3a? - 10 32+ 4y - 4

2m3+ 6m - 3am?-9a a* -4 - 2a'm + 4m y»i+ 292 -5y - 10

2) b* -9 + 2b% - 6b
b3+ b+ b -3

5*. Simplifica

2) a’x - 3ab + 8a* - 24b b) x4 -4 - x3+ 2x
a*+ 6a - 16 — ax - 8x x3 - 5x*+ 6x - 8

Q) 4b% + 28b + 49 — 4x? 9 yz+82—y2—5y+24
2x2+ x - 21 + 2bx - 6b 9 —z2 4+ 2zy — y?

o) 3xd - 5x - 3d?+ 2d + 5 f) 2pd — 16 + d* - 8p
15ad + 6d - 25a - 10 md —d?+ 16 — 4m

2) 8x2 - 2x -3 + 4xy + 2y h) 10ax - 5x — 6a? -~ 9a + 6
4x? - 8x -5 - 2xy -y 4ax - 2x — 8a?+ 10a - 3

0 15bz — 6z — 5b% - 18b + 8 i) 2¢? - Tc + 6 — 4xc + 8x
5bz* — 222 — 1062+ 9b - 2 2¢3 - 4c? + 4¢c - 8

X 16d% - 4x% - 12x - 9 ) 3a® - 8a?+ 15a - 40
4dx — 4d - 2x? - x + 3 alx + 5x - 2a* - 3a? + 35

m) b3+ 18 - 6b2 - 3b ) 5x2 - 15xy =7 - 2x + 21y
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b)

d)

f)

b3 - 4b? + 3b - 12

b - 2b - 4bc + 8

a* - 6a® - 5a + 30

a? - 3a%»? - 6a + 18b?

2% —a?+ 2a -1

a’ + ab - 3a¥* - 3c

Im? — 12mp + 4p? - 49x?

Im? + 42mx + 49x?* - 4p?

b* - 3a + 4b? + ab? - 21

9y2 — 1 - 6xy + x?



6. Efectua y simplifica:

2) 3a®» Sa? b) 12x3y . —2x6y3
2ab? 3a%®? 4x5 24y*
o) 24a%? -9a'b* ) 15y%2%  20y%z°%°
“Tm’n? 2mb} Wt 4yiy
o) 18xy?  l4x% : 24y%3 f) = 26ab? : 8a®h  _—bb’
Tyz 3xz? 5xz? 15a% -25a%3 65a%3
2 3a%(a + b) . (@ + b)a - b) h) -18 x? L 2 (x + 5)?
(a + b)? a*(a - b)? (x + 5)x - 3) (x + 5)
0 32m3n : 30mi(n + 2) 45¢c4(c - 4)? : 15¢3
(n -7 + 2) 6m (n + 2)? 6c2(c - 4)c + 3) c -4
K -Sa?(a - 3)? (@ -5Na+6) _(@-5)a-3)
16a*(a - 3) (@ - 5)? 2a + )a - 3)
) 3a(a—2b+c). ba+ 2b -c) (@ -2b+c)a+ 2b-c)
-2b3 6aXa - 2b + ¢) -12ab
7. Efectua:
a-2b a’+ 3ab b) x? - 16 o 2x? - Bx
2a + 6b 3a - 6b x* - 8x + 16 x?+x-12
o 2y3 — 6y? y2+ 14y + 49 @ 323 - 242 : z22 + 2z + 1
2+ 4y - 21 y? - 49 322 - 13z - 24 222 + 5z + 3
e) 2b3 - 72b : 362 - 176 - 6
b2+ 2b - 24 3b2+ Tb + 2
4a? - 9 ) 8a’ - 32a? ) a’+ 8a + 16
2a* + 1la + 12 a*+ 2a - 8 a-4
b+ 2b — 48  18ab’ - 24ab’ b? - 36
3b% + 206 - 32 8a’h b2 - 12b + 36
16x%2 + 8x3y3 . 4x? + 4xy + y? 24x3 - 6xy?
2x + y)x - 5) 8x3y3 — 12x4 4x? - 12xy + 9y?
2 _ 2 _ _
e 153(;1614 = 3 l-l(; "0 ga)
i) 9b% — 21bc + 10c? : 16b%?* - 24b% . 16b3c*
18b% — 60b3%? + 50b%3 9% — 25¢? -3b - 5c
K) 2x* + 5x? - 25 8x%y + 4x3y? . x*+ 5
4x* - 20x? + 25 4x* - 25 8x2y
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mé — 11m3n + 18n? . n - m? . 4n? — ms

)]

mé - 18m’n + 81n2 = Sm*n - 45mn?  Sm® - 43m*n - 18n2
m) 2x8 — 32x%? : x¢ — 10x3y + 24y? : 4x8 + 12x% + 9y?
4xSy - 4x3? - 80y3 2x¢ - 9x3 - 18y? 2x8 - Txly - 15y2
n) a® + 3a’? - 40b* : 6a® + 48a’%?  6a® + Ta’b? - 20b*
9a® - 24a%?* + 16b* b? - 4a? 8as + 18a’? - 5b*
8. Efectua:
2) 3m? + 9m b? - 25

b(m+3)—5(m+3). 6m?
x? —5x -24  3(x -8+ 2 (x -8

b)
x2 - 16x + 64 2p + 3
o) 2a% - 5a - 12 ) 4x% - 9
4ax + 6x —6a - 9 (2x + 3)2
9 x? — 4xy + 4y? . 8x%y + 16 xy? + 8xy
(x + 2y)(x = 2y) + (x = 2y) 16x3y
o) 6b2 — 116 - 10 ) 5 -x+2b
4b? - 25 - 2bx + 5x 1263 + 8b2
f) (Bc + 5 - 6a)? . 12c%a
9c2 + 30c + 25 — 36a?  12¢? + 20c? + 24ac?
o v -2+ 3y -6 » i+ 12y
yt-9 Tyt 4+ 9y2 - 36
h) m? —3m? —4m + 12 4m’ + 4m* - 8m?
Im2+ m - 14 " 3m?+ 4m? - Tm
H Imé + 3m? - 2 oom+ 2
3Imt —6md -m+ 24— m?
i am — 2mb + 3ap - 6bp ) 12bp — 96 - 20ap + 15a
3bm + 9bp — Sam - 15ap 16p? - 24p + 9
K x?-3x? -2+ 6 oy - 4r-y+4
xy —4x -3y + 12 vt -1
H azb—a2+3b—3. 2b3 - 2b? + 2b
2b? - 2b a’* -4a?+ 3a - 12
9*. Efectua:

2) y2+ Ty + 10 - 3xy - 6x y? - 4x?* - 8y + l6x

y2 —9x2 4+ Sy + 15x ' y2 + xy — 6x2
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z* =12z + 36 - 2zm + 12m  z? -4z - 32 - 2pz - §p

> 22— 14z + 48 + 2pz = 12p  z2 - 16z + 64 — 4p?
o) 3b2 — 16b + 5 + 4bc - 20c : 6¢3 + 12¢* + 6¢°
8¢? - 6c + 1 + 6bc - 3b 2c2+ 3¢ -2+ 2¢* - ¢?
d) 3x2+ 2x - 21 - 18xy + 42y : 6x2 — 1lx =7 - 27xy + 63y
8x2 - 2x -1 - 36xy - 9y 4x? - 36xy + 81y? - 1
e) 2a3 - 2a*+ 3a - 3 __6a’-a -1 -12ab - 4b
at -1+ 5ab - 5b a’h - 3ac - 4a® + 12c
a? - 3a - 4 + 5ab - 20b
6a3 + 2a+ 9a + 3
f) 9d? - 16 + 3dx + 4x  3dx - 12d - 2x + 8 - 9dx + 6x :
x? - 8x + 16 — 9x? d? - 3d - 28 + 3dx + 12x
8x + 6xd — 12d - 9d?
6x? - Ixd - 3d* - 14x + 21d
2) 3x4 - 12x3 + 3x? : 2x2 + 5x - 25 + 6xy — 15y
5x — 15y — x* + 9y? 25 + x2 + 6xy + 9y?
3x3 - 13x2+ Tx - 1
3x2 - x - 9xy + 3y
h) 4ab—24b—a2+13a—42: 5% -a?+ 10a -2
16b% - 8ab + a? - 49 20ab - 4b - 5a* - 34a + 7
2a%? - 4ab? + 12ab’?
a* -4 + 6a’b + 12b
1O*'SiA:3x2—6x+2zx—4z B:x2+3x~10—3xb+6b
x¥ -6 - 2x?+ 3x 3bx - 15b - x? + 25
_ x? — 10x + 25 — 9b?
9bx - 12b - 3x2+ 19x - 20
10b2x - 5x - 8b* - 2b% + 3
15x2 — 29x + 12 - 12b%x + 16b2
Calcula y simplifica: a) 4 - B b) B—DC

9. Adicion y sustraccion de fracciones algebraicas

Para adicionar o sustraer fracciones algebraicas se procede igual que en aritmé-
tica, en la que primero debes buscar el minimo comuin multiplo (mcm) de los deno-
minadores.
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Para determinar el mcm de dos expresiones algebraicas las descomponemos en
factores y tomamos los factores comunes y no comunes con su mayor €xpo-
nente.

Determina el mem de

a) x? - 4; x3 - 2x2 b) 9a% - 6a + 1; 3a? - 10a + 3.

Resolucion

a) Factoricemos cada uno de los binomios
x2 -4 =+ 2)x -2) x} - 2xt=x¥(x - 2)
Respuesta: El mcm es x? (x + 2)(x - 2).

b) 9a? - 6a + 1 = (3a - 1)? 3¢2 - 10a + 3 =@Ba - 1)a - 3)
Respuesta: El mcm es (3a - 1)2(@ - 3). N

El procedimiento para adicionar o sustraer fracciones algebraicas consiste en:

1. Buscar el mcm de los denominadores.

2. Ampliar todas las fracciones a un denominador comun.
3. Sumar (o sustraer) los numeradores.

4. Simplificar el resultado si es posible.

Calcula:
—_ 2
a)3x 2+x’+4 b) b—2+b—3_ 1 _
9x 6x2 b -3 b -2 b - 5b + 6
) a+ 3 B a+ 5

a’-a -6 a+ 2a - 15

Resolucion

2) 3x -2 N x4+ 4 _ 2x(3x - 2) + 3(x? + 4) —=Numeradores ampliados.

9x 6x? 18x? mcm de 9x y 6x2

_o6x?—dx + 3x2+ 12 9x? - 4x + 12
18x? 18x?

No es posible simplificar el resultado.
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b-2 b3 1 _b-2 b-3 1

b - = -
) b—3+ b -2 b -5b + 6 b -3 b -2 & -2)b -3)

b-2)2+B-32-1 _ b2-4b+4+b>-6b+9 -1

b -3 -2 - b -3)b -2)
2b% - 10b + 12 ) ,
El numerador del resultado se puede factorizar y se tiene que:
®-3)0B-2)
b-2 . b-3 _ 1 _ 206 -0 -3) _
b -3 b -2 b2 -5b + 6 ® -2 -3)
a+3 a+ 5
c) -
a’-a -6 a?+ 2a - 15
a+3 - a+s Es conveniente simplificar primero en la se-
(@ + 2)a - 3) (@ - 3)a + 5) gunda fraccién.
a+3 1 _ a+3-a-2 _ 1

@+2@-3 (@-3  @+Da-3 @+ 2a-3

En ocasiones es necesario realizar sumas y productos combinados.

, c+3 cm+ 3¢ -2m -6 2m?*+ S5m - 3
Efectaa: - :
c (c -2) 6cm - 3c

Resolucion

En este ejercicio hay que tener en cuenta que primero se realiza el cociente y des-
pués la resta.

cm + 3¢ - 2m -6 2m?* + 5m -3

(c - 2)? ' 6cm - 3¢
_ em+ 3¢ -2m -6 6cm - 3c
(c -2) 2m? + 5m -3
c-29m+3)  3C@m-1) _ 3
(c -2)? (m+ 3)2m - 1) c -2
Ya obtenido el cociente, calculamos la diferencia
c+3 3¢ (+3)c-2)-cBc) _ ct+c -6 -3 _
c c -2 cc-2) clc-2)
-2c*+c¢c -6
c(c -2
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Ejercicios (epigrafe 9)

1. Determina el mcm de:

a) 18; 24

d) cSx*y? oSxT; x5z¢
g) m + 4; m*n; 4m
j)a + 3; a% 3a

Db - 3)b + 5); 2b;
n) b* - 1;b* - b

0) x* + x - 30; x? -

b) 15; 20; 25 c) a’x’%; a*x'b?
e) 12a°b%, 21a?b® f) 16d3c*; 30d*c®
h) xy; x +y i) m3p; mp(m? + p)

k) (z - 3)% 5z(z - 3); 2522

m) @ a® - a*

) ax - a; 2a*x - 2a% 4a’

p) Sm* + 8m — 4, m* + 4m + 4

(b - 3)?
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Q) 2x} - 3x2 - x-2; x2 -4 - 3bx + 6b; x*- 6xb + 9b* - 4
2. Efectua las siguientes sumas:
2 2
a) + 2 m _ 2
a® ab? 3x? 15x
2 3 2
C)m+ 2a _ 3a d c+ 1 ct+ 4
3x? 4xy? 6x3y? 12¢2 4c?
e)y—4x 5 f) 2¢c - 3 c -2
S5x%y 2xy 12¢? 9¢
_ 4y _
g)s+2 _2r 5 h) 3x + 4 x 2y+2x+y
8rs 6r? 15xy 5x? 6y?
i)a+2b+ b? —a _2-a i) 2a% -3 _ab2+4_ 2
12a% 8ab? 18a? 10a3? 18a%? 15ab
X 2d% -c? ~ 6cy?+ 1 _ 3 ) 3x -5 3
S5cd* 35¢3y 14d 3y? X+ 2 2x
m) 3a -2 . Sa ) 2y + 3 __3
(@ -2)? a -2 yb+4) »?
- Sn n -4 1 1 x + 2
) - 0) — + -
2m 3m + n) (3m + n)? 3x 3x + 4 (3x + 4)?
po 2 L2 gL 2
4x + 3y 4x 3y 3b (3b - 5)? 3b -5
z - 8 z+ 2 2z
r) + -
z+ 3)z -3) z -3)z + 4) (z+3)z+ 4)
a+ 4 a -2 a+6
s) + +
(@ - 2)a + 3) @+ 3)5 -a) (@-5Q2 -a)
x + 3y X+ Yy 2x -y

(32 + 29)x - y)
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3. Efectua:

2x -1 4 a -4 a->5 b+2 b-5
a) —————+ — b) + c) +
x? + 3x x? 2a? + 6a a®* -9 b2-25 b2+ 2b -15
Q) y+ 3 _ 2y . x -3 . x -5
yi+ 4y - 21 29+ 15y + 7 x?-11x+ 30 4x2-21x-18
f) z+ 3 _ z+ 2 y+ 8 4y + 7
3z2 - 13z + 4 6z2+ 2z -1 292+ 7y - 15 9 - 4y?
3a2+ 4 a-2 . (2x + 5)2 4x
h) + i)
2am+4m -3a -6 2m -3 x}-2x*-3x+6 x?2 -3
. 3a 2a - 3ab
i) +
a -2 at* -4 —ab + 2b
K m -4 B m+ 5
m? - 3m + 2pm - 6p Im2 -mp - 9m + 3p
a -8 2a -3
1) -
a*+ 2a*+a + 2 a* -2a*+a -2
a-=6 3a -7 a -7
m) + -
4a? + 4a 2a? - 2a a? -1
4. Efectua:
a) X a+ x a
a? - ax ax ax — x?
p—~— - L
xy -yr oy
3 x -1 X+ 8
c)
2x + 4 2x - 4 x? -4
Q) 2 . 3 _ 4x -7
x -3 X+ 2 x*-x -6
1 | X+ 3
e) +
X + x? x - x? 1 - x?
f) a-»>b a+b_ a
af+ab ab ab + b?
Q) X -y N X+ y 4xy
X+ y X -y x? - y?
- 2
h) X -y x4+ 4x
X+ y X -y x? - y?
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1 a a+ 5
+

i)

a -5 a®-4a -5 a®+ 2a + 1
N x + 1 B x + 4 x+ 5
! x?-x -20 x?-4x -5 x2+ 5x + 4
K) 2 . a + a+1
a+ 1 a+ 2a + 1 (@ + 1)
D 3x + 2 B 5x + 1 . 4x -1
x*+ 3x - 10 x2+ 4x -5 x? - 3x + 2
1 1 x+ 1
m) + +
x -1 x+x -2 (x + 2)(x?+ 2x - 3)
x -2 x+ 3 x2+ 12x + 16
n) - +
x? - x x?+ 3x - 4 x* + 3x? - 4x?
5. Calcula:
b-6 . __b-3 _ 3b-1
b* + 10b + 24 b* - 2b - 24 36 - b?
b) 3a . 3a - 5§
2a3 + 2a’+ a + 1 a?-1+ax + a
y -4 _ y+ 2 B 4y + 1
4y?2 + Ty - 2 8y2+ 10y - 3 292+ Ty + 6
4 a+s5 _ a? -3 B a-4
a®* -2a?+ 2a -4 12 + 4a? - a* a® - 2a? - 6a + 12
o) X+2 -5 2x -1 B x -2
(x - 4)2 - 9y2 (x2-16) -3y (x + 4) (x2-16) + 3y (x + 4)
f) 5z + 3 o 2z -p _ 3z -a
z2+ 3zp - 2z - 6p z? - 2za + 3pz - 6ap z? - 2za - 2z + 4a
6. Calcula:
3a -2 a® + 3a? Sa -2
a) . +
a? 9a% - 4 3a
3 _ 2
b)l: 2 1 ] 2a 4a
a -2 a+ 2 a+a - 30
o) 12x - 6x? . 3x (2ax - 3) ) (x - 6)?2
2x2 4+ x - 28 x? - 2x - 24 2ax? - 12ax - 3x + 18
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9b% - 16 .3b2+11b—20+ 5 -b

d)
9b% - 24b + 16 b2+ 3b - 10 2b
I: c+ 2 _ c+ 3 :|.6c"—17c+5
4c? - 20c + 25 4¢? - 10c 3¢2+ 14¢c - 5
f)[ 2x + 1 _ x -3 :| 6a? - 15a
2ax - 5x + 6a - 15 2ax — 4a - 5x + 10 x?-3x+ 7
g)y+2_ yh+ 62+ 9 2xy? + 6x

2x Y -yr+ 3y -3 y2 -1 -2px + 2x

9a? 5 6ab? + 4b3 + 10b?
h) 4| —2—— 41 -
b? 3a + 2b - 5 9a? + 12ab + 4b? - 25

7*. Efectua:

_ y2 x2
a)[_x_i_3_Y_3+2].
X -y x 6 y __9
y X Xy
2 2 _ 2
1o 2o ] [ 1]
2xy X+ Yy z
b)
1 1
+_
X +y z

Ecuaciones e inecuaciones

10. Ecuaciones que se pueden transformar en ecuaciones lineales
o cuadrdticas

Desde grados anteriores sabes resolver ecuaciones lineales y cuadraticas. En el
epigrafe 6, ejemplo 3 aparece el procedimiento de resolucion de las cuadraticas.
Ahora nos ocuparemos de ecuaciones que al resolverlas nos conducen a ecuaciones

lineales o cuadraticas.
En algunos casos obtenemos una ecuacion de esos tipos efectuando y eliminando

signos de agrupacion.

Resuelve y comprueba:
aA3x+2=5x-4Q2+ x) b) (x - 2)2 - (x - 31 -2x) = 1.
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Resolucion

a)3x+2="5x -4Q2 + x)
3x + 2 = 5x — 8 — 4x Al efectuar el producto se obtiene una ecuacion de primer grado.
3x = 5x + 4x = - 8 — 2 Transponiendo.
2x = - 10 Reduciendo términos semejantes.
- 10 ,
X= ——= -5 Despejando x.
2
Comprobacion:

MI: 3(-5) + 2 = =15+ 2 = -13

MD: = 5(-5) —4[2 + (5)] = =25 -4 (2 - 5) = =25 - 4(3)
=-25+12=-13
MI = MD Respuesta: x = -5
b) x=2)2-(x-3)(1 -2x) =1
x2-4x +4) -(x -2x2 -3 + 6x) =1
x?-4x+4 -x+2x2+3-6x-1=0
3x2-1lx+6=0
Bx -2)(x-3)=0
x=—2— x=3
3
2

Comprobacion: Para x = 3
G (o) E)
DL

MD: 1 MI = MD

Para x = 3
MI:(3 -2)2-(3-3)(1 -3:2)=1-(0)-95=1

MD: 1 MI = MD Respuesta: x = % ,x=3. 1

Despejo de férmulas

Para despejar una variable en una formula se utilizan los mismos procedimientos
que en la resolucion de una ecuacion de primer grado o de segundo grado en una
variable.

Despeja la variable indicada entre paréntesis en cada una de las siguientes for-
mulas.

a)s=%at’ (@) by - M
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1
c) A = 2ab + 2ac + 2bc  (b) d) s = vt + 5 at? (1)

Resolucion
1 2
a) s = — at
2
2s = at? Transponiendo el 2
2s 2s
=a Respuesta: a =
1? 12
m n-M
b) — = —m—
m' n M

m-.n «-M =m'+-n .M Eliminando denominadores.

, m .n M , m.n-M
n= ———--— Respuesta: n' = ———
m-.-M m.-M

c) A = 2ab + 2ac + 2bc
A - 2ac = 2ab + 2bc Agrupando en un mismo miembro los sumandos que contienen la b.
A - 2ac = b (2a + 2¢) Extrayendo factor comun b.

A - 2ac b Respuesta: b = A - 2ac
2a + 2¢ 2a + 2c

d) s = vt + lat2

3 at? + Vot — 8 = 0 Escribiéndola como una ecuacion de segundo grado.

—voi]/vé + 2as - vot]/vé + 2as
Ly, = = Utilizando la férmula de resolucion.
1 a
2.— a
2
2 2
vy + [/ vy + 2as -V — ‘/vo + 2as
Respuesta: t| = , by = . B
a a

Para resolver una ecuacion fraccionaria es necesario eliminar sus denominadores
para transformarla en otra mas sencilla.

En este proceso hay que tener presente que sq pueden introducir raices extraias,
es decir, soluciones de la ecuacion transformada que no lo son de la original; de ahi
la necesidad de que sean comprobadas obligatoriamente.
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Determina el conjunto solucion de:

o3 518 x o, 3 6
2c+1) 4 8 x+ 1 x -1 x2-1
o 3 . x2+ 7 _ 2
x -5 x2 - 2x - 15 x+ 3
Resolucion
a)—————3 e B x mem: 8(x + 1) -
20x + 1) 4 8 x + 1
4 .34+5.2x+1)=15(+1) - 8
12 + 10x + 10 = 15x + 15 - 8x
3x = -7
X =- —
Comprobacion: Para x = - %
3 5 3 5 3 5
—;—‘- 4 +7= g +z-:
__+ - = -2
( 1) -3) ;
9 5 1
= - = 4+ = = —
8 4 8
_1 _1
Mp. 2> 3 _ 1 _ _ 3 _ 15 7 __15-14
8 7 8 8 4 8
__+l -
3 3
MI = MD Respuesta: S { %}
b) 3 _ 6
x -1 x? -1
3 6
= mcem: (x + D(x - 1)
x -1 x+ Dx-1)
3(x+1)=6
3x + 3 =6
3x =6 -3
_x:i =1
3
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Comprobacién: Para x = 1

MI: 3 =—:-3-
1 -1 0

Como la division por cero no esta definida, la igualdad no se puede establecer y
por lo tanto x = 1 no es solucion.

Respuesta: S = ¢

3 x?+ 7 2
c) + = -
x -5 x? -2x - 15 x+ 3
3 x2+ 7
+ = - mem: (x - §5)(x + 3)
x -5 (x - 50+ 3) x+ 3
x+3)+x2+7= -2x-295)
3Ix+9 +x2+7= -2x+10
xX2+3x+2x+9+7-10=0
x2+5x+6=0
x+3)(x+2)=0
x+3=0 x+2=0
xl=_3 x2=—2
Comprobacion: Para x = -3
3 (-3)2+ 7 3 9 +7 3 16
MI: + = + = - — 4 —
-3 -5 (-3)%-2(-3) - 15 -8 9+6 -15 8 0
como ——loi no esta definido, x = -3 no es solucion.
Para x = -2
-9)2
MI. 3 N (-2)2+ 7 _ 3 N 4 + 7
-2-5 (-22-2(-2)-15 -7 4 +4 -15
=_;"a_+ 11 - _»
7 -1
MD: - 2 =—£=—2
2+ 3 1
MI = MD Respuesta: S = -2} B

Existen otras ecuaciones que pueden reducirse a una de segundo grado mediante
un cambio de variable.

Resuelve: 4x* - 9x2 + 2 = 0.
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Resolucion

la ecuacion dada se obtiene:

Respuesta: x = +)/2;x = +

Realizando el cambio de variable [x2? = y | entonces x* = y? y sustituyendo en

4y -9y + 2 =0
a=4 b=-9 c=2
b? — 4ac = (-9)? - 4(4)(2) = 81 - 32 = 49

b £])/b? - 4ac
Yip = 2
y -(-9)+/49 = 9+7
b2 2(4) 8
yoo 9+ 16 _, _9-7_2 _ 1
: 8 8 2 8 8 4

xt=2 xr= —

Ejercicios (epigrafe 10)

1.
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Resuelve y comprueba:

a)3(x -3)+5=x b) 3x +1) - 5(x+7) =2x + 4
c)dlx +2) - 20x - 3)=2x+ 1 d)3x+2)-20x+5 =x-4
e)x - 3)+5x=x(x+2) f)(x + 5)x - 1) = 3x2 - 2x2 + 3)
g)x + Dx +4) =4x(x -6) - 3(x - 2)(x-1)

h) (x - 3)x +5 -2x(x-1)=(x-3)x-2) +6 - 2x?

DBx - 1)2-5x-2)-Qx+3)?2=0Gx+2x-1)

e = 2)x? - 2x +5) - x¥x - 4) = 5(x - 6)

K) 2x - 3)2 = 3x = 2)(x* + 2x - 4) = x (6 - 3x?)

D2x - Dx?+3x -4) - 2x2+x + Dx +2) =2x - 1)x - 4)

. Resuelve:

a)x (x+3)=4 b) x 2x+5)=x (x-3) c) 2(x2-3x) -x (x -6)=25
d)2x(x -1)-2x+2)=x+3 e)x - Dx+3)+3x=-3x+1)
D2x(x -1)+ (x+ 1)2=12 gIx +1=3x2-5)-(x-3)x+ 2)
h) 2x = 3)2 —(x + 5)2= 23 1) (x=3)(x2-3x-2) + 2=x(x?-5x)
D -3)2x2+x -4) -2x(x+4)=x(x-19) + 52

k) (x2+ 3)x -4) —(x - 2)x*+ 2x + 4) =3



3. Despeja las variables indicadas entre paréntesis en cada una de las siguientes for-

mulas:

a)v=g-t (1)
d) Ecz—; mvt (m, v)

g) P=2rar (r

b)w:—e—
t
e)V,=Vsena (V)

h)A=n-

@ 0 om=" (m, n)
n

m

f) C= (m, v)

L%

rt (r) A =% abseny (a, b)

j)v:—;— nrth (h, r) K) A;=2nrh (h, r) ) A,=2nrh+nrt (b, r)
m) a? = b? + ¢* - 2bcd (d, b, c).
4. Resuelve:
2) 4x + 3 _ 6x + 5 b) 3x+1 7(x-2)= 2x -5 ‘1
3 4 5 10 15
o) 2x—l_3x+1= _ Sx + 11 d) 4—x+2x+8=4(x+5) x
3 4 6 6 4 3
1 1 1 1 3 3
e) + = ) — = -
3x -3 4x+4 12x -12 (x-1)2 2x -2 2x + 2
2 _
g)i_ 6x - 2 h)l___3x1_ 2
3 9x2 -1 3x -1 X x? - x x -1
0 x(5x—27)_l=x_6 ) 3x -4 2 =_1_
5x + 3 x x? - 3x x -3 X
X 1 _ 1 - 3
x?+ 3x - 28 x2+ 12x + 25 x2+x -20
) 20x + 2) _ 3(x -2) _ x? - 52
x -2 2x + 3 2x2 - x -6
X -2 2x -5 x -2
m) = -
x4+ 8x + 7 x? - 49 x?-6x -1
5. Determina el conjunto solucion:
2 2
x4+ 3 o X3+ b) 22 - X _ 3 - 5)
X X 6 2
o3 x+35 gx-8 _Tx-4
X x? x -1 X+ 2
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(2x - 1)? 8x - 4 X 3 24
e) = -3 f) - =
x4+ 4x + 4 X+ 2 x-3 x+5 x2+2x-15
2) 2x—3_ X _ _ 2x h) x—l= 2x+9 x+1
3 x+ 3 12 x+ 1 X+ 3 x -1
. x -2 X 3 N X+ 7 x+3 4
i) = + i) - = —
xl-x -6 x2-4 2x+ 4 3x -3 x+ 1 3
1 x+2 2 2x ) x+x+3 _ 2x+5
x -2 x-5 x2-Tx+10 x2-x+3 2x + 7

6*. Resuelve:

a) x*-5x2+4=0"0) 3x*-5x24+2=0 c) (x2 - 5)(x* + 3) = 2(x2-9)
d) (x2-4)2-3=3(x2+1) €e) (2x2+3)2—(7 +5x3)(1 — x¥) =9x2

11. Problemas que conducen a una ecuacion lineal o cuadrdtica
con una variable

El procedimiento para la resolucion de un problema mediante el planteo de una
ecuacion con una variable, no siempre es facil y se requiere una buena practica. Con
vistas a la resolucion de un problema se dan las siguientes sugerencias:

1. Lee cuidadosamente el problema para comprender perfectamente la situa-
cién que se plantea.

2. Determina los datos y las incognitas.

3. En caso de que exista una sola incognita identificala con una sola letra, ge-
neralmente x. En caso de que exista mas de una, elige de manera convenien-
te la que se va a representar mediante x, y expresa las otras cantidades des-
conocidas en términos de la misma.

4. Busca en el problema las relaciones o combinaciones existentes que te per-
mitan formular la ecuacion.

5. Resuelve la ecuacion obtenida.

6. Comprueba la solucidén directamente en el enunciado del problema, nunca
en la ecuacion. Esta comprobacion la puedes hacer en la mente.

El nimero de asistentes a una base de campismo durante el mes de julio triplica
la cantidad de los que asisten en el mes de enero. Si entre ambos meses asistieron
2 400 personas, écudntas personas asistieron a la base en cada mes?

Resolucion

enero: x julio: 3x Asistencia entre ambos meses: 2 400
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Ecuacion: x + 3x = 2 400
4x = 2 400
2 400

= 600

enero — 600 personas, julio — 3(600) = 1 800 personas

Comprobacion:
El triplo de 600 es 1 800 y 1 800 + 600 = 2 400

Respuesta: En enero asistieron 600 personas y en julio 1 800. W

Un lado de un rectdngulo es 2,5 cm mds corto que el otro y su édrea es

de 26 cm? (Cudnto miden sus lados?

Resolucion
Un lado: x Otro lado: x - 2,5
Ecuacion:
x(x-2,5) =26
x? - 2.5x = 26
x? - 25x - 26 =

con coeficientes enteros.

2x2 - 5x -52=0

a=2 b=-5 c=-52
b? - dac = (-5)? - 4(2)(=52) = 25 + 416 = 441
~b + /b2 - dac
X2 =
2a
e /441 _ 5121
" 2(2) 4
x, = 5+—421 =65 x,= i‘—42—1 = - 4 Imposible.

Un lado mide 6,5 cm y el otro 6,5 - 2,5 = 4 cm.
Respuesta: Un lado mide 6,5 cm y el otro lado 4 cm.' H

0 Multiplicando por 2 para transformarla en una ecuacion

1 .
En los ejercicios con texto y problemas donde aparezcan cantidades de magnitud se consideraran

todos los datos como valores exactos.
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Entre Félix y Mario han realizado 62 h de trabajo voluntario. Si Félix hubiera rea-
lizado el doble de horas excederia en 4 h al triplo de las horas realizadas por Ma-
rio. {Cudntas horas de trabajo voluntario ha realizado cada uno?

Resolucion

Félix: x Mario: 62 - x

Como el duplo de las horas realizadas por Félix (2x) excede en 4 h al triplo de
las horas realizadas por Mario 3(62 - x), entonces estas 4 h las restamos al duplo
y ambos tendran las mismas horas. Por tanto, se puede establecer la ecuacion:

2x - 4 = 3(62 - x)
2x — 4 = 186 - 3x
5x = 190
x=_____190 = 38
5

Félix— 38 h Mario — 62 - 38 = 24 h
Respuesta: Félix realizo 38 hy Mario24 h. W

Un tanque se puede llenar por una llave en 12 h y en 8 h por la misma llave unida
a una segunda llave. (En qué tiempo se podria llenar el tanque por la segunda llave
solamente?

Resoluciéon
Hora que se Parte del tanque
demora en llenar que se llena en
el tanque 1h
Primera llave 12 L
12
Primera y segunda llaves 8 1
8
Segunda llave X —l—
x
Ecuacién:

_1 + l = _1_ La parte del tanque que llena la primera llave mas la parte del tanque que lle-
12 X 8 nala segunda llave en 1 h es igual a la parte del tanque que llenan las dos

llaves juntas en una hora.
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2x + 24 = 3x
24 = 3x - 2x Luego x = 24

Respuesta: El tanque se puede llenar por la segunda llave sola en 24h. N

6Cudntos litros de una soluciéon de alcohol al 10 % se deben agregar a 6 L de una
solucién al 20 %, para obtener una solucion al 16 %?

Resolucion
Cantidad Litros de
de litros alcohol que aporta
Solucién al 10% X 0,1x
Solucion al 20% 6 6 -0,2
.Solucién al 16% X+ 6 0,16(x + 6)
Ecuacién: 0,1x + 6 - 0,2 = 0,16(x + 6)
0,1 + 1,2 =0,16x + 0,96
0,1x - 0,16x = 0,96 - 1,2
- 0,06x = - 0,24
_ -0,24
-0,06

Respuesta: Se deben agregar 4 L de la solucion al 10%. W

Ejercicios (epigrafe 11)
1. El duplo de un nimero es igual al numero aumentado en 8. Halla el numero.

2. El triplo de un numero es igual a su cuadruplo disminuido en 12. Halla el nu-
mero.

3. Ricardo tiene el triplo de horas de trabajo voluntario que Gladys y entre los dos
tienen 64 h. (Cuantas horas de trabajo voluntario tiene cada uno?

4. La suma de la mitad, la cuarta y la sexta parte de un nimero es 55. {Cual es el
numero?

5. Alfredo y Enrique cortan cafa. Alfredo corta en un dia % de lo que corta

Enrique. Si entre ambos cortan 105 @ , icuantas @ corta cada uno?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. En un aula hay 48 alumnos. Si hay 6 hembras mas que varones, ¢cuantas hem-

bras y cuantos varones hay?

. El numero de neumaticos recapados en una empresa se triplicé con respecto al

ano anterior. Si entre ambos anos se recaparon 68 124 unidades, ¢cuantos neu-
maticos se recaparon cada ano?

. En una refineria se produjeron 160 000 t de gas combustible en dos afos. Si la

produccion de un ano supero en 10 000 t a la del ano anterior, (cuantas tone-
ladas de gas se produjeron en cada uno de los afnos?

. Los angulos a y i son angulos conjugados entre paralelas. Si el angulo a excede

al angulo f en 12°, (cuantos grados mide cada uno de estos angulos?

De un par de angulos adyacentes se conoce que la amplitud de uno es 5 veces
la del otro angulo. ¢Qué amplitud tiene cada uno de ellos?

El numero de graduados de un preuniversitario en el campo durante tres anos
consecutivos fue de 420 alumnos. En el segundo ano se graduaron 40 alumnos
mas que el primer afo y en el tercer afio tantos alumnos como los dos afnos an-
teriores. ¢Cuantos alumnos se graduaron cada ano?

En un triangulo el mayor de los angulos es igual al duplo del menor y el mediano
excede en 20° al menor. ¢(Cuanto mide cada uno de los angulos?

En un trabajo voluntario Marta, Caridad y Ana Lilia trabajaron en total 18 h.
Marta y Caridad trabajaron entre ambas 11 h y Ana Lilia trabajo una hora mas
que Marta. ¢Cuantas horas trabajé cada una?

Para poner un ribete a un pedazo rectangular de un jardin cuya longitud era el
doble que su ancho emplearon 312 ladrillos. Determina cuantos ladrillos se co-
locaron en cada lado.

El triplo del numero de presas terminadas o en construccion en un afo es igual
al cuadruplo del numero del afio anterior. Si existian 21 presas mas este afio que
el anterior, ¢(cuantas presas existian en cada uno de estos anos?

Entre los depdsitos de gasolina de dos automoviles caben 105 L. Si el triplo de
capacidad del menor es igual al duplo de la capacidad del mayor, icudl es la can-
tidad de gasolina que caben en cada uno de los depositos?

. Entre 1988 y 1989 se sembraron en una cooperativa de produccion agropecuaria

9.6 ha de kenaf. Si el duplo de las hectareas que se sembraron en 1989 excede
en 0,2 ha al triplo de lo que se sembr6 en 1988, icuantas hectareas de kenaf se
sembraron en cada afo?

. Dos aviones de distinto tipo, parten a la vez de un mismo aeropuerto con igual

sentido de direccion. Al cabo de 2 h estan a 400 km uno del otro. Determine



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

la velocidad de cada uno sabiendo que la velocidad del mas pequeiio es —3- de
la del otro. 5

Un tractorista puede arar un terreno, en 5 dias; otro tractorista puede hacer el
mismo trabajo, con un tractor mas pequeno, en 6 dias. ¢En cuantos dias pueden
arar el campo si trabajan juntos?

Alberto puede hacer una obra en 1—;— dias, Miriam en 6 dias y Gabriel en

2, . , . . .
2 ? dias. ¢En cuanto tiempo haran la obra los tres juntos?

Una llave puede llenar un deposito en 5 min, otra en 6 min y una tercera en
12 min. ¢En cuanto tiempo llenaran el deposito las tres llaves abiertas al mismo
tiempo?

Una llave puede llenar un depodsito en 4 min y otra llave en 12 min. Ese deposito,
cuando esta lleno, se puede vaciar por un desagiie en 24 min. ¢En cuanto tiempo
se llenara el depdsito, si estando vacio y abierto el desagle, se abren las dos lla-
ves?

¢Cuantos litros de un liquido que tiene el 74% de alcohol se deben mezclar con
5 L de otro liquido que tiene el 90% de alcohol, si se desea obtener una mezcla
con un 84% de alcohol?

¢Cuantos litros de solucion de sal al 25% se deben mezclar con 10 L de solucidon
de sal al 15% para producir una tercera solucion al 17%?

Un numero excede a otro en 4. Si el producto de ambos es igual a 140, icuales
son los numeros?

Si al cuadrado de un numero se le resta su cuadruplo, el resultado es igual a 96.
¢Cual es el numero?

La diferencia de dos numeros es 3 y la suma de sus cuadrados es 89. {(Cuales
son los numeros?

Halla dos numeros enteros consecutivos cuyo producto sea 156.

La suma de los cuadrados de dos enteros consecutivos es igual al mayor mas
diez veces la suma de ambos. {Cuales son los niumeros?

La suma de los cuadrados de dos numeros enteros impares consecutivos es 34.
¢«Cuales son los numeros?

La diferencia de los cuadrados de dos numeros pares consecutivos es 60. (Cuales
son los numeros?

El cuadrado de un numero excede en 36 unidades a 5 veces el numero. ¢Cual
es el numero?
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43.

44.

45.

46.

47.
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Si a un numero se le suma su reciproco el resultado es igual a 10,1. iCual es el
numero?

Si a un numero se le suma el duplo de su reciproco el resultado es igual a 8,25.
¢Cual es el nimero?

Si a la mitad de un numero se le suma el triplo de su reciproco, el resultado es
igual a 7,7. ¢{Cuadl es el nimero?

La mitad del cuadrado de un numero excede en 8 unidades a su triplo. {Cual es
el numero?

La altura de un tridngulo excede en 4 m a la base y su area es de 96 m2 Calcula
las longitudes de la base y de la altura.

El largo de un terreno rectangular excede en 6 m al ancho. Si el area es de
280 m?2 halla las dimensiones del terreno.

El perimetro de un terreno rectangular es 56 m y su area es de 153 m2 Halla
las dimensiones del terreno.

Un cateto de un triangulo rectangulo tiene 7 m mas que el otro y 2 m menos
que la hipotenusa. Halla las longitudes de los lados del triangulo.

Un cateto de un triangulo rectangulo tiene 12 cm de longitud. La hipotenusa es
4 cm mayor que el otro cateto. Calcula las longitudes de ese cateto y de la hi-
potenusa.

El perimetro de un rectangulo es 42 cm y la longitud de sus diagonales es de
15 cm. Calcula las longitudes de los lados del rectangulo.

Dos brigadas juntas realizan un trabajo en 10 h. Para este trabajo la primera bri-
gada, sola, necesita 2 h menos que la segunda. (En qué tiempo podria cada una
de las brigadas realizar el trabajo?

Se necesita cavar un hueco de 5,0 m de profundidad para los cimientos de un
edificio. Si el largo del terreno es 8,0 m mayor que el ancho y el m? de excava-
cion tiene un valor de $ 1,20, icudles son las dimensiones del terreno si la ex-
cavacion costo $ 288?

La base mayor de un trapecio mide 12 mm y la altura es el doble de la base me-
nor. Si el area es igual a 160 mm? i(cuanto miden la altura y la base menor?

Con un pedazo rectangular de carton cuyo largo es el doble del ancho, se cons-
truye una caja abierta cortando en cada esquina cuadrados de 2,0 dm y doblan-
do hacia arriba los rectangulos resultantes (de 2,0 dm de altura). Si la caja tiene
un volumen de 96 dm?, icual es el ancho y el largo del cartdon original?

Un parque tiene 480 m de largo y 320 m de ancho. Se decide duplicar su area,
conservando su forma rectangular. Para ello se afiaden franjas de terreno de
igual ancho a dos lados consecutivos. Halla el ancho de las franjas.



48. Un terreno rectangular de 80 m de largo por 30 m de ancho esta rodeado por
un camino de ancho constante. El area del camino es de 224 m? (Cudl es el an-

cho del camino?

12. Inecuaciones

Una inecuacion es una desigualdad donde aparecen variables y resolverla es de-

terminar el conjunto de valores reales que la satisfacen.

El procedimiento para resolver una inecuacién lineal en una variable (el mayor
exponente de la variable es uno) es muy similar al que se utiliza en la resolucion de

una ecuacion.
En este caso se tiene en cuenta que:

a) Los sumandos se transponen de igual manera que en las ecuaciones, agru-
pando en un mismo miembro los términos que contienen la variable y los
numeros en el otro.

b) El coeficiente de la variable se transpone de igual forma que en las ecuacio-
nes, prestando atencion a que:

si el coeficiente es positivo, la desigualdad no se altera,

si el coeficiente es negativo, el signo de la desigualdad se invierte.

Resuelve. Representa grificamente la solucién.
a) 5 -8+ 3x >6x - 14 b) (x - 3?2 -(x+ 2x -2) <11 - 3x

Resolucion

a) 5x -8+ 3x>6x-14
5x + 3x — 6x > -14 + 8 Transponiendo los sumandos con signo contrario.

2x > -6
6
x> - —
2
x> -3

Solucién grafica (fig. 1.9).

Respuesta { xe R : x>-3}

x>-3

B /A

Fig. 1.9

Nota: Los procedimientos para comprobar una ecuacion y una inecuacion son diferentes, no siendo

objeto de estudio en este grado, el de comprobar una inecuacion.
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b) (x - 3)2 - (x + 2(x-2) < Il -3x
(x* -6x+9) -(x*-4) <11 -3x
x2-6x+9-x*+4<11 - 3x
x?-6bx-x*+3x<11-9-4
-3x< -2
X = _T_Z_. Al dividir la desigualdad por una cantidad negativa

-3 (-3) se invierte el signo de la desigualdad.

x>—2-
3

2
Solucion grafica (fig. 1.10) %3

Respuesta:{xelR:x>—2-} ] ﬁy//////////'

3

Fig. 1.10

En la resolucion de inecuaciones, aparecen con mucha frecuencia intervalos y en

lo que sigue utilizaremos para estos conjuntos una notacion mas simple, que se in-
dica a continuacion.

{xeR : 1<x<7} = [1;7] {xeR : 1<x<T} =157
xeR : 1<x<7} =137 {xe‘[R D ILx<T} = (13D

Es decir, se indican solo los extremos del conjunto. Si el extremo en cuestion per-
tenece, se escribe un corchete, si no, un paréntesis.
Cuando el conjunto esta formado por todos los nimeros mayores (0 menores)

que uno dado, se indica con el simbolo co que el conjunto es ilimitado (se lee *‘in-
finito™). Por ejemplo:

{xeiR;x>—3% = (-3; o0) {xe[ll:x)%; =(%;oo)

Atencién. En el simbolo co siempre se coloca paréntesis.

Para indicar el conjunto de los numeros reales menores que uno dado se usa el
simbolo —co (se lee ‘*menos infinito™)

(xeR : x<3] = (co0; 3)  |xeR : x<5} = (~o0; 5]
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Inecuaciones cuadraticas

Para resolver una inecuacién cuadratica en una variable (el mayor exponente de
la variable es 2) debemos recordar el signo del trinomio ax? + bx + ¢ con a>0,
cuya representacion grafica es una pardbola que abre hacia arriba. Como puedes
apreciar en la figura 1.11, para valores muy grandes de x, el trinomio es siempre po-
sitivo. Ademas:

Si el trinomio tiene dos ceros, cambia de signo en cada uno de ellos de modo que
el eje queda dividido en tres intervalos que se alternan en signos (fig. 1.11a).

Si el trinomio tiene un unico cero, se anula para el cero, pero su signo es positivo
en el resto (fig. 1.11b).

Si no hay ceros, el trinomio tiene en todo momento signo positivo (fig. 1.11c).

oA y

\ll v A

x' ‘-/ ) X

a) b) c)

Fig. 1.11

Entonces, para resolver una inecuacion cuadratica comenzaremos por transfor-
marla, de forma tal, que el segundo miembro sea cero y en el primer miembro, el
coeficiente del término en x2 sea positivo.

Resuelve:

a) x2 - 3x - 4>0 b) -3x?2 - 8x>4 ¢ x2+ 1 >2
d 2x - 1)<8x - 8 e) (3 - x)x + 4)<3(x + 6)

Resolucion

a) x?2 — 3x — 4>0 Inecuacién de segundo grado comparada con 0 y en la que el coeficiente de x?
es positivo.
(x - Hx + 1)>0

(x —4)x + 1) = 0 Planteo de la ecuacién para determinar los ceros del trinomio.

x - 4

=0 x+1=0
x=4 X

= —]1 Como son dos los ceros del trinomio. hay tres intervalos de signos
alternos (fig. 1.12).
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Fig. 1.12

Los intervalos de los extremos son los valores de x en los que el trinomio tiene
signo positivo.
Respuesta: x €(4; o) U(-o0; -1).

b) -3x2? - 8x>4
3x2 + 8x + 4<0 Transponiendo sumandos y multiplicando por (-1). Atencién: se invierte el
sentido de la desigualdad.
(3x + 2)(x + 2)<0
Bx+2Dx+2)=0
3Ix+2=0 x+2=0

x=_2. X = =2
3

El signo del trinomio se representa en
la figura 1.13.

2 + - +
Respuesta: x [—2; - ? ] —0— ——

Wi

Fig. 1.13

<) x? + 1>2x
x? - 2x + 1>0
(x = 1)*>0 Como una expresion al cuadrado siempre es mayor o igual que cero, la desi-
gualdad es valida para todo x# 1. Luego x€R \ {1}.

Observa también graficamente (fig. 1.14) que excepto en x = 1 el signo del trinomio
es positivo.

V o .

1

Fig. 1.14

Respuesta: Para todo xe R \{l1}.

d) 2x - 1) < 8x -8
4x? - 4x + 1 < 8x - 8
4x? - 4x + 1 -8x +8 <0
4x2 - 12x + 9 <0
2x -32 <0
2x -3)2=0
Luego x:i

Respuesta: x = % .
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e) B -x)x+4) <3x+6) )
3x + 12 - x2 - 4x < 3x + 18

3Ix+ 12 -x2-4x-3x-18 <0

-x*-4x -6 <0

x2+4x+6 >0

x2+4x+6=0

Esta ecuacion no se puede resolver por descomposicion factorial. Apliquemos la
formula de la ecuacion de segundo grado:

b? — 4ac = (4)* - 4(1)(6) = 16 - 24 = -8<0

Esta ecuacion no tiene ceros, luego el signo del trinomio es constante y positivo.
De ahi que la inecuacion (I) se cumpla para todo numero real.

Respuesta: Para todo x € R. |

Inecuaciones fraccionarias

Para resolver una inecuacion fraccionaria (aparecen variables en los denomina-

Px) =00 Px) < 0 de modo
x) ox)

que los coeficientes de las mayores potencias de x sean positivos, se descompone en
factores el numerador y el denominador y se simplifican, si es posible. Se marcan
entonces en una recta numeérica los ceros del numerador y del denominador. La ex-
presion cambia de signo en estos puntos (a menos que el factor correspondiente esté
elevado a exponente par, en cuyo caso no cambia de signo).

Resuelve las siguientes inecuaciones:

dores) se escribe como un cociente de la forma

21 _4x -5 -
a) = — "X~ 25 w—>-1 <o
x -2 xt + 4x + 4
1 -2 5
0 X 2WX+S Xl
-x2 - 2x + 8 9 -x?
Resolucion
x? -4x -5 ) .
a) —————— > 0 Inecuacion de la forma en que los coeficientes de las mayores
x -2 Q(x)
potencias de P(x) y Q(x) son positivos.
x -
( S)x + 1) > 0 Factorizando.
x -2
Ceros del numerador: Ceros del denominador:
x-5=0 x+1=0 x-2=0
x =395 x= -1 x =2

El analisis del signo de la fraccion se observa en la figura 1.15.
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Existe cambio de signo en todos los ceros, - + - +

siendo positivo el intervalo de la derecha. O O O
-1 2 5
Respuesta: x €(5; oo0) U(-1 ; 2)
Fig. 1.15
x -1
b) —— <0
xr+ 4x + 4
x -1
— <0
(x + 2)?
Cero del numerador: x = 1 Cero del denominador: x = -2

El analisis del signo de la fraccion se observa en la figura 1.16.
No hay cambio de signo en x = -2 por estar
elevado el factor x + 2 a exponente par.

- -

-2 1
Fig. 1.16

La inecuacién se cumple para x<1, x # -2 porque -2 anula el denominador y por
tanto no pertenece al dominio.

“Respuesta: x € (-oc0; 2) U(2; 1)
x?-2x+5

) —————— <0
X2 -2x+ 8

x2-2x+ 5 . ) . . .
— = > 0 (1) Multiplicando por -1 el denominador y cambiando de sentido la desi-

x4+ 2x - 8 gualdad para que los coeficientes de x? sean positivos.
Ceros del numerador: Ceros del denominador:
x2-2x+5=0 xX+2x-8=0
Como D = (-2)? - 4(1)(5) = -16<0 x+4)x-2)=0
El numerador no tiene ceros, siendo este de signo x = -4 x = 2

constante, positivo.
El analisis del signo de la fraccion se observa en la figura 1.17.

Fig. 1.17

Respuesta: Para x € (—o00;—4)\U(2;00)
Ix + 1
=== -1
3x + 1

9 ’ 1 2 0 Transponiendo para comparar la inecuacion con 0.
- X

64



3x+1+(9 -x?

0
9 - x?
Ix+1+9 -x? 0
9 - x?
-x?+ 3x + 10 0
9 - x?
2 _ -
_x_3x___£ > () Multiplicando por -1 numerador y denominador (iiAqui no cambia de
x2 -9 sentido la desigualdad!!)
(x =5+ 2)
(x + 3)(x - 3)
Ceros del numerador: Ceros del denominador:
x=175 x = -2 x = -3 x =13

El analisis del signo de la fraccidén se observa en la figura 1.18.

+ - + - +
-O0—— O0—e—
3 5

Fig. 1.18
Respuesta: x € (—oco0; -3)U[-2; 3) U [5; o). B

Ejercicios (epigrafe 12)

1. Resuelve:
a) 9x + 8 — 4x<3x + 12 b) S(x + 4) - 2(x - 3)>8
c)4x + 1) = 6 - 3(4 - 3x) d)6 - 3(x +2)<4x -3+ 5x+3)

e)(x - 5)x -3) -x(x-10 < 1 D (x-32-(x-4)(x+2) < 5
g 9x - 2)x - 1) -Bx-222=24x+ 1)

h)x—ﬁ*[4x— _}_)_c_+ 21 :|>0
5 2 10

2x N 22x + 5)
9

i) 3x + _761>5 +

J) (8x - 1):2)(? + 5) - (2x + 3)2<2x - 1,5

K)(x+ 2D(x2-3x -4) > x(x2-x -4) -2
DQ@2x - 12 -=x2-3x) —(x+ 492x - 2x2+ 5) < 3 + x?
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2. Resuelve:

a)x2 - 4x>0 b)x2-Tx-8=>0 c)x?+10x +16 <0
d)2x? +1lx -6<0 e)x2+ 25> 10x f) 4x? < 28x - 49
g)3x>=>2x*+ 5 h) -5x? + x < 2 )xx +3)>5x+3

PDx+4)2>22x(5x-1) -7x -2)
K) 3x - 2)(x +4) - (3x - 2)*>14x
DBx +4)3x -4) + 5x>2x - 1)2 - 3(x -95)

m)(x+6)(x—3)—7(x+I)(x-1)<—4x—%)2

n) 2x — 4)x? - 2x - 4) - 2x¥x - 3) < —x?
) Bx - 12x2+ x -2) - (2x + N4x2 -2x+ 1) <9 - 2x3

3. Resuelve:
a4 5 b X8 5 0 —— >0
3x + 2 X x -5
Q) —— <o &) ——X >0 p2r2 <
2x + 4 2x + 8 3 - 5x
— 2 _
g) (x-3)x+8) >0 h) 2x + 3 <0 0 3x2+ 10x - 8 > 0
x -1 x? - x-12 x -2
_ 2 _
j)_2x__6__<0 k)_f+_3>0 I)Mgo
x? + 5x 2x - 5§ x?-3x+ 5
2 _ 2 _ o _ _
m) X 6x + 9 ~0 1) 3x2-x-10 >0 @) 3x - 4
x -7 X+ 6x -8 4x? + 20x + 25
_ _ 2 2 _ 2
o) 10 -11x-6x -0 o) X 10 <1 Q) 4x? + Tx 68
Ix -6x%* -2 x + 2 2x% + 3x 35
~ 52 _ _
0 1 . 39 - x > 5) 3x -1 2x -3 > 1
X+ 6 x? -'36 3x -2 9x2 - 12x + 4
0 2(3 - x) > 10x + 3
5x2 - 19x - 4 Sx + 1
2
u) X ol o x
x2+ 4x - 32 x+ 8 x4+ 4x - 32

Sistemas de ecuaciones

13. Sistemas de ecuaciones lineales

La resolucion de sistemas de 2 ecuaciones lineales con 2 incdgnitas ya la has es-
tudiado. Recordemos mediante ejemplos los dos métodos estudiados para resolver-

los.

66



Resuelve los siguientes sistemas:

a)3x+y=1 b) 3x-4y= -1
6x - 5y = -12 - 5¢+ 6y =13
c) x-3y=1 d12x - 8y =4
- 2x + 6y =14 9% + 6y = - 3
Resolucion
a) 3x + y=1 (1) Enumerando las ecuaciones para su mas facil identificacion.
6x - S5y =-12- (2)
Método de sustitucion
Ix+y=1 ()
y = 1 = 3x Despejando y en (1).
Sustituyendo y = 1 - 3x en (2)
6x - 5(1 - 3x) = -12
6x -5+ 15x = -12
6x + 15x = -12 + §
21x = -7
1
X = — =——— = - —
21 3
Método de adicion y sustracciéon
3x + y=1 (1)+5 Multiplicando (1) por 5.
6x - Sy = -12  (2)
15x + S5y = §
6x — Sy = -12
21x =-17
-7
X = —
21
1
X =-—
3
Para hallar el valor de la y se sustituye x = - % en cualquiera de las dos ecua-

ciones originales.
1 ) 1
3{- — ) + y =1 Sustituyendo x = - — en (1).
3 3
-1+y=1 y=2

Aunque en la orden no se exige comprobar, lo haremos para ilustrar como puede
hacerse.
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Comprobacion de x = - % ,y=2

En (1) En (2)
ME3(- L) v2=a142=1 ME6(- L) 52 ==2-10=-12
3 3
MD: 1 MI = MD MD: -12 MI = MD
Respuesta: x = - % sy =2

b)3x -4y =-7 (1)

c)

68

Sx + 6y =13 (2)

Resolvamos este sistema por el método de adicidon y sustraccidon, ya que en este
caso es mas sencillo que por el método de sustitucion.

3x -4y = -7 ()] - ‘Multiplicando (1) por 3y (2) por 2 para poder cancelar
Sx + 6y = 13 2) la variable y.

9x - 12y = 21
-10x + 12y = 26

=X = 5 i X =-5

Para calcular y sustituiremos x = -5 en (2)

-5(-5) + 6y =13
25+ 6y =13
13 - 25
y=——""y=-2

6

Respuesta: x = -5,y = -2

x-3y=17 (n
-2x + 6y = 14 (2)
Resolvamos el sistema por sustitucion
x=3y+17 (3) Despejando x en (1).
-2(3y + 7) + 6y = 14 Sustituyendo (3) en (2).
-6y - 14 + 6y = 14
-6y + 6y = 14 + 14

0 =28 Estaigualdad equivale a Oy = 28, y no existe ningiin nimero real que
la satisfaga.

Respuesta: Este sistema no tiene solucion.



d)12x -8 =4 (1) Multiplicando las ecuaciones por 3 y 4 respectivamente, para

9x + 6y = -3  (2) cancelar la variable y.
36x — 24y = 12
-36x + 24y = -12
0=0 Al sumar se cancela todo, esto equivale a 0 - y = 0, que se satisface para
todo y real.

Respuesta: Estas dos ecuaciones son equivalentes, es decir las infinitas soluciones
de una de ellas lo son de la otra. El conjunto solucidon es en este caso:
1 3
{xeR; yeR:y=— - = x|. B
2 2

Algunos problemas se resuelven mediante sistemas de dos ecuaciones lineales.

El triplo del menor de dos nimeros excede en 5 unidades al duplo del mayor. Si
se divide 1a mitad del mayor entre la tercera parte del menor, el cociente es 2. Halla
los nimeros.

Resolucion
Numero menor: x Numero mayor: y
Triplo del menor: 3x Duplo del mayor: 2y
3Ix -2y =15 (1) Porque la diferencia entre el triplo del menor y el duplo del mayor es
de S unidades.
. X
Mitad del mayor: —)-2)— Tercera parte del menor: ?
Y
2 = 2 Porque el cociente entre la mitad del mayor y la tercera parte del menor es 2.
X
3
y _ 2x
2 3
3y = 4x

4x—3y:0 (2)

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2)

3x -2y =5 (1) Multiplicando la ecuacién (1) por 3 y la (2) por (-2) para eliminar
la variable y.
4x -3y =0 (2)
9x - 6y = 15
8x + 6y =0
x = 15 (Numero menor)
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Hallemos el valor de la y
3(15) — 2y =5 Sustituyendo x = 15 en (1).

45 - 2y=5
2y=-45+5
y = ﬂ = 20  (Numero mayor)

-2

Respuesta: El nimero mayor es 20 y el menor es 15. 1

Dos corredores parten de un mismo lugar corriendo a velocidad constante. Si hu-
bieran corrido en el mismo sentido, a los 20 min la diferencia entre ambos hubiera
sido de 200 m, pero si hubieran corrido en sentidos opuestos, la diferencia hubiera
sido de 3 000 m. (Cu4dl es la velocidad de cada uno?

Resolucion

Velocidades:

Primer corredor: x Segundo corredor: y

. , . s
Como la velocidad es constante, la formula de la velocidad es v = = |, en
t
que s = v+ ¢

20 - x — 20 - y = 200 A los 20 min la diferencia entre ambos es de 200 m.
x —y=10 (1) Dividiendo por 20.
20 - x + 20 - y = 3 000 Al correr en sentidos opuestos sumamos las distancias recorridas
en 20 min.
x + y= 150 (2) Dividiendo por 20.

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2)

x -y=10 1)

x+y=150 (2
2x = 160
160

= 80 Velocidad en metros por minutos del que corre mas.

Calculemos el valor de y

Respuesta: Las velocidades de los corredores son de 80 m - min™' y de 70m - min

80 + y = 150 Sustituyendo x = 80 en (2).
y =150 - 80

y = 70 Velocidad en metros por minutos del que corre menos.

respectivamente. W
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Ejercicios (epigrafe 13)

1. Resuelve y comprueba los siguientes sistemas:

a)3x+y=17 b)2x - y= -5 c) 5x + 3y = -8
x -2y=1 4x + 3y = 10 2x + 3y = =2
d)3x+2y=9 e)S5x +4y = -15 f) 0,2y - 0,5z = 0,02
5x -4y = -29 2x + 3y = - 11,6 Ty -2z = -24
g)3x - y+5=0 h6u+S5w+34=0 i)2t=7s
Sx +7y -9=0 2u -Tw - 6=0 6t — 55 = 16
j)4x = 10 + 3y k)du + 7v+19=0 D2x =3y + 5
6y -8x+20=0 Su = 3v + 35 4x - 6y = 8
m) _2x—y:5 n X 4+ 4y =28 ﬁ)i—izl
3 4 X y
Hx - 30 _ 7x - L = 36 14,20 5
2 5 X y
O)ﬂ*'é— :7 p)—1+—1—_-12
X y 2x 3y
149 _, L SRS S
x Yy 4x 9y

2. La suma de dos nimeros es- 48. La diferencia entre el duplo del mayor y el triplo
del menor es 6. (Cuales son los niumeros?

3. Si la mitad del nimero se resta del mayor de dos numeros, el resultado es 36.
Halla los numeros, si difieren en 35.

4. La diferencia de dos numeros racionales es % . El duplo del mayor menos el tri-

plo del menor es igual a 1. (Cuales son los nuimeros?

5. La suma del triplo de un numero con el cuadruplo de otro es 85. La suma de
la tercera parte del primero y la quinta parte del segundo es 7. {Cuales son los
numeros?

6. Para fabricar una pieza entre dos obreros se necesitan 48 min. Si la diferencia
entre los tiempos empleados entre ambos es de 8 min, ¢qué tiempo empled cada
uno en la fabricacion de la pieza?

7. Entre dos terminales maritimas se embarcan 2 000 t de azucar por hora. Si las
2 . .

? partes de lo que embarca la de mayor capacidad, equivale a 1o que embarca

la otra, (cuantas toneladas de azicar embarca cada una de las terminales, por ho-

ra?

71



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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. En una tabla gimnastica, los 196 alumnos participantes forman 6 circulos y 4 es-

trellas. Para formar un circulo y una estrella se necesitan 40 alumnos. ¢Con
cuantos alumnos se forma un circulo y con cuantos una estrella?

. La diferencia entre el duplo de las horas voluntarias realizadas por Mario y el tri-

plo de las horas de Alexis es de 12 h. Si la mitad del numero de horas voluntarias
de Mario excede en 13 h a la tercera parte de las de Alexis, icuantas horas de
trabajo voluntario tiene cada uno?

En el décimo grado de un preuniversitario, seis veces el numero de varones es
igual a cinco veces el numero de hembras, y la mitad del numero de varones ex-
cede en 10 a la tercera parte del nimero de hembras. i{Cuantas hembras y cuan-
tos varones hay en el grado?

En un aula de 38 alumnos, la cuarta parte de los aprobados excede en 2 a los
alumnos suspensos. (Cuantos alumnos aprobados y cuantos suspensos hay en
el aula?

En un preuniversitario, la cuarta parte de los alumnos que practican pelota, su-
mados con la tercera parte de los que practican natacion es igual a 20. Si se di-
vide el triplo del numero de los que juegan pelota entre el numero de los que
practican natacion, el cociente es 4. {Cuantos alumnos practican cada deporte?

A una obra en construccion se le envian en el mes 80 cargas con un total de
488 t de materiales. Algunos camiones cargan 5 t y los restantes 7 t. (Cuantas
cargas de cada tipo se han enviado?

En un experimento se necesita obtener 500 mL de una solucion salina al 18% a
partir de soluciones salinas al 28% y al 12%. Cuales son las cantidades iniciales
que se necesitan?

En una fabrica de productos quimicos se deben producir:

a) 5 t de acido sulfurico al 84 %,

b) 4 t de acido sulfurico al 97%,

a partir de acido sulfurico al 96% y al 70%. {Cuales son las cantidades iniciales
que se necesitan?

Dos recipientes contienen leche, la leche de uno de ellos contiene el 3% de grasa
y la leche del otro contiene el 7% de grasa. i{Cuanta leche debera sacarse de cada

recipiente para producir 100 L de una mezcla que contenga 4 % % de grasa?

La suma de las cifras basicas de un numero de dos lugares es 12. Si se invierte
el orden de ambas cifras, el numero no varia. ¢(Cual es el numero?

La suma de las cifras basicas de un numero de dos lugares es 9. Si se invierte
el orden de ambas cifras, se obtiene un numero menor en 9 unidades que el nu-
mero original. ¢Cual es el numero? ‘

La suma de las cifras basicas de un numero de dos lugares es 7. Si se invierte
el orden de ambas cifras se obtiene un numero que excede en 2 al duplo del nu-
mero original. ¢(Cual es el numero?



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

La suma de las cifras de un nimero de dos lugares es 13. Si al nimero se le suma
9, el numero resultante esta formado por las mismas cifras pero en orden inver-
so. Halla el numero original.

En un numero de dos lugares, el duplo de la cifra de las decenas mas el cuadru-
plo de la cifra de las unidades es igual a 26. Si el numero se divide entre la suma
de los valores absolutos de sus cifras, el cociente es 6. ¢Cual es el numero?

Dos nadadores se entrenan para una competencia. Si partiendo de un punto na-
dan en el mismo sentido, al cabo de 20 s la diferencia entre ambos es de 30 m,
pero si nadan en sentidos opuestos la diferencia entre ambos es de 150 m. (Cual
es la velocidad de cada uno?

Un hombre puede remar 10 km a favor de la corriente en 2 h o bien 8 km en
contra de la corriente en 4 h. Halla la velocidad con que rema el hombre en
aguas tranquilas y la velocidad de la corriente.

Un avion hace un viaje de 750 km en 3 h si vuela a favor del viento, pero si vue-
la en contra del viento entonces demora 3,75 h. Halla la velocidad del avion y
la velocidad del viento.

Dos amigos recorren una pista circular de 400 m en un campo deportivo. Uno
de ellos necesita para dar dos vueltas, el mismo tiempo que el otro para dar tres.
Si ambos parten de un mismo punto de la pista y corren en sentidos opuestos,
se encuentran cada 40 s. (A qué velocidad corre cada uno?

Dos amigos estan a 300 m de distancia. Si corren en sentidos opuestos, uno hacia
el otro, se encuentran en 20 s, pero si corren en el mismo sentido, el mas rapido
alcanza al otro en 5 min. Halla la velocidad de cada uno.

14. Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas

Los procedimientos estudiados para la resolucion de sistemas de dos ecuaciones

lineales con dos incognitas se generalizan a los sistemas de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas, pudiendo estos tener una solucion unica, no tener solucion o te-
ner infinitas soluciones.

Para la resolucion de sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas,

aunque se puede aplicar cualquiera de los dos métodos estudiados, utilizaremos el
método de adicion y sustraccion.

Para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas:

Se toman dos parejas de ecuaciones en las que se elimina la misma variable,
para obtener dos nuevas ecuaciones con solo dos variables.

Se resuelve el sistema formado por estas dos ecuaciones.

Se sustituyen los valores encontrados en una de las ecuaciones originales y
se halla el valor de la otra variable.
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Resuelve los sistemas de ecuaciones.

a) 5 -6y + 2z = 2 b) 2x + 3y + 4z =1
x+ 4 +32=10 3x+ 2+ 2z2=14
3Ix + 5y + 7z =13 4x — 4y + 3z = 22
Resolucién
a)S5x -6y —2z=-2 (1)
x+4y + 32 =10 (2) Enumerando las ecuaciones para su mas facil identificacion.
3x+5y+7z=13 (3)

~ Tomemos las ecuaciones (1) y (2) y eliminemos la variable x, que es la mas facil
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de eliminar porque en la ecuacion (2) su coeficiente es 1.
5x — 6y + 2z = 2 (1) Multiplicando la ecuacién (2) por -5.
xX+4y +3z2=10 (2) - (-5)

Sx - 6y + 2z =-2

-5x - 20y - 15z = -50

- 26y - 13z = 52 Simplifiquemos esta ecuacion dividiéndola por (-13).
2y +z=4 (4) Nueva ecuacién con dos variables.

Tomemos las ecuaciones (2) y (3) y eliminemos la variable x.

x+4y+3z2=10 (2) « (-3) Eliminemos la variable x multiplicando la ecuacion
3x+ 5y +7z=13 (3) (2) por -3.
-3x - 12y - 9z = 30
3x+ Sy+7z= 13
-Ty -2z=-17 (5)

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (4) y (5).
2y + z=4 4) -2
Ty =2z =-17 (5)

4y + 2z = 8
Ty -2z = -17
-3y =9
-9
y:—:3
-3

Sustituyamos y = 3 en (4) para hallar el valor de z.
2B)+z=4;2z=22
Para calcular el valor de la x sustituimos en una cualquiera de las ecuaciones ori-
ginales los valores hallados.
x + 4(3) + 3(-2) =10 Sustituyendo y = 3y z = -2 en (2).
x+ 12 -6=10
x=10-12+ 6
x= 4



Respuesta: x = 4;y = 3;z = -2

b) 2x+ 3y +4z=1 N
Bx +2y+2z2=14 (2)
4x -4y + 3z =22 (3)

Como los coeficientes de las variables son todos distintos de la unidad, y no se
puede simplificar ninguna de las ecuaciones, no existen facilidades para eliminar
una de las variables. Eliminemos en dos parejas de ecuaciones la x.

2x + 3y + 4z =1 1 -3 2x + 3y + 4z = 1 1) -2
Bx+ 2+ 2z2=14 (2) .2 4x — 4y + 3z =22 (3)
6x+ 9y + 12z=3 —4x - 6y - 8z = -2
6x + 4y + 4z = 28 4x - 4y + 3z =22
13y + 16z = 31 (4) -1 Oy — 5z = 20 Dividiendo por 5.

-2y-z=4 (5

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (4) y (5)
13y + 16z = 31 (4) <2

—2y -z =4 (5) « 13 Eliminando la variable y.
26y + 32z = 62
26y - 13z = 52
19z = 114
- 114
19
Sustituyendo z = 6 en 2) Sustituyendo y = 5;z = 6 en (1) para cal-
para calcular y cular x
2y -6=4 2x + 3(-5) + 4(6) = 1
2y=4+6 2x - 15+ 24 =1
4 +6 1+ 15 -24
y = X = —————
i) 2
y = _5 X = ;8 = 4

Respuesta: x =-4;y = -5;,z=6. A

Algunos problemas se resuelven mediante un sistema de 3 ecuaciones lineales
con 3 incognitas.

La suma de las cifras basicas de un nimero de 3 lugares es 18. Si del nimero dado
se resta el nimero con sus cifras invertidas, se obtiene 99. Si el nimero dado se
divide por el nimero de dos cifras formado por sus decenas y unidades, el cociente
es 9. ¢Cudl es el namero?
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Resolucion

Cifra de las centenas

X
Cifra de las decenas y
Cifra de las unidades z

Numero

100x + 10y + z

Numero con las cifras en orden inverso

100z + 10y + x

X +y+z=18 (1) Porque la suma de las cifras bisicas es 18.

(100x + 10y + z) - (100z + 10y + x) = 99

100x + 10y + z = 100z - 10y - x =
99x - 99z =
X -z =

100x + 10y + z

99
99
1

[.a diferencia entre ¢l numero original y

¢l numero invirtiendo sus cifras es 99.

(2) Dividiendo por 99.

= 9 Cociente del nimero dado dividido por ¢l numero de 2 cifras formado

lOy + Z por sus decenas y unidades ¢ igualado a 9.

100 x + 10y + z = 9(10y + 2)
100x + 10y + z = 90y + 9z

100x - 80y - 8z
25x - 20y - 2z

0 3

0 Dividiendo la ecuacion por 4.

Resolvamos el sistema formado por (1), (2) y (3).

X+ y+ z=18 (1) - 20
X - z=1 (2)

25x =20y -2z =0 (3)

20x + 20y + 20z = 360

25x - 20y - 2z =0

45x + 18z = 360

5x + 2z = 40 (4) Dividiendo por %

Como en la ecuacion (2) falta la variable v, elimi-
nemos la misma en las ecuaciones (1) y (3) para
obtener una nueva ecuacion en x y .

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (2) y (4):

x -z=1 (2) .2 Calculemos el valor de la z.
5x + 2z =40 (4) 6—z =1 Sustituyendo x = 6 en (2).
2x — 2z =2 :§f£5_6
5x + 2z = 40 _
z=195
Tx =42
X 4—2 =6
7
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Calculemos el valor de la y sustituyendo x = 6 y z = 5 en (1).

6+y+5=18;y=7

Respuesta: El numero es 675. W
Ejercicios (epigrafe 14)

1. Resuelve los siguientes sistemas:

a) x -3y +2z2=0 b)3x -2y —z=1
x -3y -2z=-2 2x + 3y -z =4
4x + 3y + 2z = 2 X —-y+2z=1

d) 3x -2y + 3z =25 e)Sx+y+z=23
2x — 4y + 2z = 14 Ix —y + 2z =4
X -y -z=-4 Ix+ 5y —-z=2

g)5x + 3y +2z=2 h)3x + 2y + 4z =5
2x + 4y - 3z = -1 6x + 3y —2z=2
2x +y -5z = -l 3x ~4y + 82 =5

j)2x — 6y = 13 + 3z k) 2x + 4y =z - 2
Ix+2z2=4 -2z 6x + 2y + 4z = 1S
4y - 6z = -16 + x 4x -y -2z = -4

m)2x -y = 1| n)x + 3z=-3
3x + 5z = 17 2y —z =12
2x + Sy + 4z = 3 2x -y =1

2*. Resuelve y comprueba los siguientes sistemas:

A~ + X+ L -9
2 3 4
x Y _z _
3 6 8
X,y oz _g
6 2 8
c)~3—+—2———2—:30
X y z
2 3,4 3
x y z
4 .5 23 )
x y z
e)—lg+£:4
X y
45,206 g
x y z
20, 15
x z

b)—3—x+

2

Sx

c) 2x + 3y + 4z =1
X+4y -5z2=2
2x + 3y —z=-4

f) 5x -2y + 3z = -4
3x + 3y + 8z = -11
2x -y -4z = —-11

i)2x + 3y =12 -2z

Sx =2y =15 -z
-3x + 2y = -13 -5z
1)3x — 4y = -6z + 145
3y - 2x = -5z + 35§
3z -x = -8 - 40

5z
—_— — =
4
525
8 6
y o,z __3
12 20
=2
=2
=18
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11"

12.

78

. La suma de tres numeros es 19. El triplo del menor mas el duplo del mediano

menos el mayor, es igual a 18. El menor mas el mediano excede en 3 unidades
al mayor. Halla los numeros.

. Un meldn, una pifia y un aguacate cuestan $2,60; 2 melones y 3 pifias cuestan

$5,60; 2 pinas y 3 aguacates cuestan $2,90. (Cuanto vale cada fruta?

. El numero de horas voluntarias realizadas por Norma, Caridad y Moraima su-

ma 100. Entre Norma y Caridad han realizado el mismo numero de horas que
Moraima, y cuatro veces las horas realizadas por Norma es igual al numero de
horas realizadas por Moraima y Caridad. {Cuantas horas de trabajo voluntario
han realizado cada una?

. La suma de las edades de Fermin, Leopoldo y Jorge es de 75 afios. La suma de

las edades de Fermin y Leopoldo es 45 anos y el duplo de la edad de Jorge ex-
cede en 15 anos a la suma de las edades de Fermin y Leopoldo. {Qué edad tiene
cada uno si Fermin es 5 afios menor que Leopoldo?

. En un kiosko se venden 3 clases de revistas a $0,15, $0,20 y $0,25 respectiva-

mente. En un dia se vendieron 255 revistas por un valor de $52,50. Si el triplo
de las que se venden a $0,15 es igual al duplo de las que se venden a $0,25,
icuantas revistas de cada tipo se han vendido?

. En un triangulo cualquiera la suma de las amplitudes del angulo mediano y del

angulo menor excede en 36° al angulo mayor y la suma de los angulos mayor
y mediano es igual al triplo del angulo menor. {Cuantos grados mide cada uno?

. En un numero de tres cifras, la suma de ellas es 14. La suma del triplo de la cifra

de las centenas con la cifra de las unidades es igual a la cifra de las decenas. Si
al numero se le suma 99, el nuevo numero tiene las mismas cifras pero en orden
inverso. (Cual es el numero?

En un nimero de tres cifras, la suma de ellas es 15. La suma de la cifras de las
centenas y de las decenas es igual al cuadruplo de la cifra de las unidades, y si
al numero se le resta 18 se intercambian las cifras de las unidades y de las de-
cenas. ¢Cual es el numero?

En un numero de tres cifras, cuatro veces la cifra de las decenas es igual a la su-
ma de las cifras de las centenas y de las unidades, y la suma de las cifras de las
centenas y las decenas es igual a la cifra de las unidades. Si se divide dicho nu-
mero por el numero de dos cifras formado por sus decenas y unidades, el cocien-
te es 13. (Cual es el numero?

Se tienen 3 recipientes que contienen respectivamente 30, 40 y 50 L de acido sul-
furico a distintas concentraciones. Si se juntan los contenidos de los tres reci-
pientes se obtiene una mezcla al 12%, si se junta el primer recipiente con el se-
gundo se obtiene una mezcla al 13,6% y si se junta el segundo recipiente con el
tercero se obtiene una mezcla al 12%. Halla el % de acido sulfurico en cada uno
de los recipientes.



13. Un tanque se llena por tres llaves de agua A, By C. Si se abren las tres llaves
juntas se llena en 30 min, si se abren las llaves A y B se llena en 45 min y si se
abren las llaves By C se llena en 50 min. ¢En cuanto tiempo se llenara el tanque

14.

por cada una de las llaves de forma separada?

Una piscina tiene dos llaves 4 y B que la llenan y un desagiie. Si se abren si-

multaneamente las dos llaves y el desagiie la piscina se llena en 2,4 h, si se abre
la llave A y el desagiie se llena la piscina en 12 h y si se abre la llave B y el de-
sagiie se llena en 6 h. (En qué tiempo se podra llenar el tanque por cada una de
las llaves de forma separada, y en qué tiempo se podra vaciar por el desagiie?

15. Sistemas cuadrdticos

Un sistema de ecuaciones se considera cuadratico cuando el mayor grado de al
menos una de las ecuaciones es 2. Nosotros estudiaremos los sistemas de 2 ecuacio-
nes con 2 incégnitas, una ecuacion lineal y una cuadratica.

Para resolver un sistema formado por una ecuacion lineal y una cuadratica:

Se despeja una variable en la ecuacion lineal.

Se sustituye la variable despejada en la ecuacion cuadratica.
Se resuelve la ecuacion de segundo grado obtenida.

Se calculan los valores de la otra variable.

Resuelve los siguientes sistemas:

a)x? - 2x + y?=1 b) x2 + 4y2 =25 Ox2-2x+y-1=0
y-x=-3 x -2y =-1 2x -3y =-5

Resolucion

a)x?-2x+y2= 1 (1)

y-x=-3 (2

y=x -3 (3) Despejando y en (2).
x? - 2x 4+ (x =3)2=1 Sustituyendo (3) en (1).
x2-2x+x*-6x+9 -1
2x2 - 8x + 8
x? - 4x + 4
(c -2)?
X

Dividiendo por 2.

I n
NOOOO

Para determinar el valor de y sustituyamos x = 2 en (3):
y=2-3=-1
Respuesta: x = 2,y = -1.
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b) x2+ 4y2=25 (1)
x-2y=-1 (2

x =2y —1 (3) Despejando x en (2).
(2y = 1)2 + 4y% = 25 Sustituyendo (3) en (1).

4y2 -4y + 1 + 492 -25=0
8y? -4y -24 =0
2y?2 —y — 6 = 0 Dividiendo por 4.
(2y + 3)(» = 2) = 0 Descomponiendo en factores.
2y+3=0 y-2=0
3
=- =0 =
y 5 y=2

Hallemos el valor de la x de acuerdo con los valores de la y:

Sustituyendo y = _% en (3) Sustituyendo y = 2 en (3)
x=2(-2) -1 x=20) - 1

2
x=-3-1=-+4 x=4-1=3
Respuesta: x = - 4 y:——;—; x=3 y =2

Ox-2x+y-1= 0 (1)
2x -3y =-5 (2
y=1+ 2x - x? (3) Despejando y en (1).
2x - 3(1 + 2x — x») = -5 Sustituyendo (3) en (2).
2x -3 —-6x+ 3x2+5=0
Ix2-4x+2=0

a=3 b=-4 c=2
b* — dac = (- 4) - 4(3)(2) = 16 - 24 = -8<0
Respuesta: El sistema no tiene solucion. |

Ejercicios (epigrafe 15)

1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)y? —4x =0 b) xy = 32 c)y*+ 2x =2
X+y=3 2x -y =0 XxX+y=2
d) xy = -4 e)y=x*+4x + 4 Dx+y-4x+4=0
x+3y=1 y-x=4 X+y=2
g)7x?+24xy + 92 =0 h)x2-3xy -2»2=4i)x2+6x+2=y
7x + 3y =0 4x + y =5 Sx -3y=6
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PD2x+y=4 k) 3x -2y =38 D)3y2-9y - x-2=0

2x* - xy -y =20 x4+ y?-2x=1 Jy-x-2=0
m) y? + 2x* + 6x = 5 n) xt - y* = 27 ) 3x2 - xy - y2 =1
x-y=1 2x - S5y -3=0 2x =y + 4
Ejercicios del capitulo
1. Dados los conjuntos:
A:{xef[{:—2<x<4,3} B={xeﬂl:x>—%}
c={xeu<:x<1/§} D=§xem;1,§<x<6}
a) Completa con el simbolo adecuado de modo que se obtenga una proposicion
verdadera:
L Y | —%___B D___ B A___C

b) Calcula: AUB ; AND; BNC; A\B; B\C; D\A.

c) Con los conjuntos dados, tomados dos a dos, écuantas uniones distintas se
pueden obtener?, icuantas diferencias distintas?

2. Dadas las expresiones algebraicas:

a - 2b? . 3a?
@a-3@®+4) b?

a) Determina el dominio de cada expresion.

A = 5x% + 3x%? + 8x7! B =

b) Calcula el valor numérico de 4 para: x = 3, y = -;- i x =2, y=-1;

x=-1,y=0,l1.

c) Calcula el valor numérico de B para: a = -1, b = % ;a = -

a=31,b=-309.

3. Dados los polinomios:
A=2x-3 B=2-4x C=x*-2x+3 D= -2x*+ 5x - 2. Calcula:

a)A+B+C bB)A-C-D c)A-B d)B-C eA*+C
A -C -D ggD+C-B

4. Suprime signos de agrupacion y £fectia
a) 5a%-[3a + 2a(a -3)-8}-9a
b) 3b + [5b% - 4(b2 - 3b + 1) - 7b] - 8
c)3x2 —8x - [2+ (2x = 3)x + 5)]=x(x - 4)
dA3IyQ2y-D-{5y+[6-70+ D -3)]+ 44 -3
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10.

11.

12.

13.

14.

82

. Calcula, aplicando la regla de Ruffini, el cociente y el resto de la division de:

a) x> + 5x* - 6x + 3 por x + 1 b) 2x3 - 6x* — 6 por x — 2
¢) x* - 4x + 4 por x + 2 d) 2x* - x* + 5x - 2porx + 3

. Dado el polinomio P(x) = x* - 3x? — 4x + a. Determina el valor de a para que

la division de P (x) por x — 2 sea exacta.

. Factoriza:

a) 2y - 2y b)x2+ x-20 ¢)9 - 6c+ ¢? d)3x(y+2)-7(y+2)
e)2a? - 17a + 35 x* — 5x* - 36 g) 8x% + 6x* = 5 h)(4a?? - 8(4a») - 9

. Factoriza:

a) ax + 2ab- b2x-2b> b) 25x2-9-15ax+9a c) m*-8m+16-81y
d) x*-5x*+x-5 e)y'-y-6 f) 6a*m +21a*-4m*+ 49

.Sid=9y2-64 B=9y2 -48y + 64 C=9y2 -24y D= 6y2+ 13y -8

Simplifica: a) 4 b) B c) A4
B C D

2 _ _ 2 _
Si M = 3x 3xy — 4x + 4y N = X 9 p- 1

3x2+ 5x - 12 4x3 - 4xYy 16x3
Cafcula: M.N:P
SiA = al+6a-16 B - 3aly -24ay - 9ay? C = 1

a?-64 -3ay -24y (a -2)? a’*-5a?+11a-10

B = 3ay (a* - 3a + 5)

Verifica que:

Sipe—t oo 2X23 gl a+?
21x* - 6x 49x? - 28x +4 49x? -4 - 28ax + 8a

Resuelve:

a)(x+5)0x -3 -xQ2x+5) =8 -x?

b) Bx —4)x -3) —(x - 2)x +7) = 2x (x - 4)
lx+MNx -2)+2x - D2=x+17

d) 2x - 8)2x + 8) = (3x - 2)? - 100

Determina el conjunto solucion de:

2 4 6 1 1 6
a) - = b) + =
x -2 x + 2 X+ 2 xX+5 x-3 x4+ 2x-15
c)-—2—+1=~ 1 ) 3 ~ 2x _ x - 31
3x x? + 4x 2x - 5 2x + 5 4x? - 25
3 3 X
e) - =
x -3 x + 4 x -3



15.

16.

17.

Determina el conjunto solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones.

a)2x + 3y =6 b) 4x + 2y = 4
x -4y = -19 6x + 2y =3
c) 5x = -3y dx=3y-5
2x — 4y = 26 4x + 6y = 8

6 f)4(x - 2) = 2(y - 3)
9 I(x+2)-5(y+1=9

e) 2(x + 5) - 3(y + 4)
I(x +2) -5+ 1)

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.
a)x+y-z=-5 b) x+y+z=12 c) x+4y —z=6
3Ix -2y +z=17 2x -y +z=1 2x + 5y - Tz =-9
x-3y+2z=6 xX+2y-2z=6 3x-2y+‘_z=2
d) -2x + 5y + z=24 ¢e) 2x + 4y + 3z2=13 f)2x - z=14
S5x + 2y -2z =-14 10x - 8y -9z2=0 y-z=1
4x + y+ 3z =10 4x + 4y - 3z =2 3x -y + 8z2=153
2 _ 2 _
Dadas las funciones: f(x) = x? - 3x, g (x) = = 9, h(x) = x__31c
x x+ 5
Para qué valores de x se cumple que:
a) f(x)>0 b) f(x)<4 c) g (x)<0
d) g(x)>8 e) h (x)>0 f) h (0)<I.
. Resuelve los siguientes sistemas.
a) x+y=6 b) 4x=y-5 c) x2+yt=41 d) 6x2+4x=y+3
xt-y=0 y+27=x*-10x 3x-y=7 2=5x-y
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¢Coémo surgié el signo de radical?

El simbolo radical que empleamos en nuestra notacion actual es varias veces
centenario, pero el concepto de radical es bastante mas antiguo. Los griegos tenian
ya la nocion de radical y asi puede apreciarse en la famosa férmula de Herdn de Ale-
jandria (200 a.n.e.), que estudiaras en el capitulo 4.

Sin embargo, un simbolo para representar a los radicales aparece, quizds por pri-
mera vez, en las obras de los hindues. En su escritura algebraica sincopada, Brah-
magupta (siglo vi1) y después Bhaskara (siglo xi1), utilizan para representar /10 el
simbolo kal0, en que ka es la abreviatura de la palabra karana que equivale a irra-
cional.

Muchos afios mas tarde Nicolas Oresme (1328-1382), profesor de la Universidad
de Paris, introduce las raices como potencias de exponentes fraccionarios y utiliza
para expresarlas ciertos simbolos ideados por él.

Rafael Bombelli (1530-1579), incluye en su ‘‘Algebra’ un conjunto completo de
notaciones con las que pretende simplificar el calculo y facilitar las operaciones al-
gebraicas. Representa por Rq a la raiz cuadrada y por Rc a los radicales cubicos. En

— I
su primitiva algebra simbolica, Bombelli escribe 1/2 + V38 por Rq 2 p Rc 38.

Nuestro actual simbolo radical |  fue realmente introducido en 1525 por Chris-
toff Rudolff en su libro ‘“Die Coss”. Este libro tuvo enorme influencia en Alemania
en el siglo Xxvi y en 1552 se publicé por el matematico aleman Michael Stifel (1483-
1567) una nueva ediciéon mejorada de la obra de Rudolff. Se supone que lo adoptd
porque el simbolo |/ semeja una r minuscula, inicial de la palabra raiz.

En este capitulo vas a aprender a calcular con radicales.



CAPITULO

Potencias. Funciones potenciales

Potencias y raices

1. Repaso y profundizacion de potencias y raices

Repaso de potencias de exponente entero

En grados anteriores se definieron las potencias de exponente entero y se anali-
zaron sus propiedades, (puedes ver un resumen de ellas en el punto 10 del Memen-
to). Veamos algunos ejercicios a manera de ejemplos:

Calcula y simplifica aplicando las propiedades de las potencias:
a) 3* b) 7,4° ©a?.a’ d) a® . b

. 3 2
0 LY G0 D6 by 3% (bz0) g 42472 + 22)

d3

b -2 - G6) Deaepr P XEIXTOT oy
6 (x + 3)

k) (@ - b)’ (a + b)’

Resolucion
a)3“'=-—3—1:=8—11 b) 7,4° = 1 c)a?.a’=a’
b -c) [b-c]3
d 6.b6= ,b6 =
)a (@ - b) e) T -
a? 2a? - b2 .q?
f) 6(a - b)? . Y = X = 2a*
24242+ 29 =4"+82=1+64 =65
1 1 2 1 23
h) — - (32 62 =6—[—] =6 - — = =
)6'l ( ) 2 4 4
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D21 +b)2=[bU+b]2= (b + b)?

(x? + 5x + 6)° _[x’+5x+6:|3=|: (x+2) (x+3)
(x + 3)3 B x+3 x+3

K@-b)@+bs=[a-b@+>b)° =@ +5bd N

i

:]3=(x+2)3

Raiz n-ésima de un numero real

En la secundaria basica calculaste la raiz cuadrada y cubica de numeros reales
positivos utilizando tablas, por ejemplo calculaste:

/s =223 /81 =9
/o -2080 /64 -4

También viste que la raiz cuadrada y la cubica son operaciones inversas de elevar
al cuadrado o al cubo respectivamente, es decir, que:

/81 = 9 porque 9% = 81, donde el simbolo )/ se llama radical y su indice 2 no
se escribe.

3

/64 = 4 porque 43 = 64, en este caso el indice del radical es 3.

Esta idea puede ser generalizada definiendo la raiz de indice n como la operacion
inversa de la potenciacion de exponente n. Para hacerlo observa que:

Todo numero positivo tiene dos raices cuadradas, una positiva y una negativa,
por ejemplo:

5 es raiz cuadrada de 25 porque 52 =25y
-5 es raiz cuadrada de 25 porque (-5)? = 25

- por lo que 25 tiene dos raices cuadradas. A la raiz positiva se le llama raiz arit-
mética.

Los numeros negativos no tienen raiz cuadrada.
Todo numero real tiene una raiz cubica, por ejemplo:

2 es raiz cubica de 8 porque 23 = 8y
-2 es raiz cubica de -8 porque (-2)* = -8
esta raiz es unica y es la raiz cubica aritmética.

Definicién 1

SeaacR y neN, n>1 se llama raiz n-ésima de a a todo numero real x, que
satisface la ecuacion x" = a. Si la ecuacidn no tiene solucidén a no tiene raiz
n-ésima.
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Determina todas las raices:

a) cuarta de 81 b) quinta de — 32

¢) séptima de L d) sexta de - 5
128

Resolucion

a) 3 y -3 son raices cuartas de 81 porque 3¢ = 81 y (-3)* = 81.
b) -2 es raiz quinta de -32 porque (-2)% = -32.

L porque [l ]7 - L

8 2 128

d) -5 no tiene raiz sexta pues es menor que cero y para todo x se cumple
que x>0. B

En general se cumple:

c) % es raiz séptima de

Teorema 1

a) Si n es par, todo numero real positivo tiene dos raices n-ésimas, una positiva
y otra negativa. Los numeros reales negativos no tienen raiz n-ésima cuando
n es par.

b) Si n es impar, todo numero real a tiene una raiz n-ésima del mismo signo
que a.

En el caso de n par se llama raiz aritmética a la positiva y en el caso de n impar
la unica que existe se llama raiz aritmética.
Para indicar la raiz aritmética de a se utiliza el simbolo 1/4—1 de él tenemos:

1. El simbolo V' es el signo de raiz y se llama radical.

2. El numero a se llama cantidad subradical o radicando y es el numero al cual se
le calcula la raiz n-ésima.

3. El numero natural # se llama indice del radical e indica el exponente al que hay
que elevar la raiz para obtener la cantidad subradical; cuando n = 2 no se escribe
y se sobreentiende que se calcula la raiz cuadrada.

Normalmente se llama radical a cualquier raiz indicada de un numero o de una
expresion algebraica.

Determina la raiz indicada:
4 5 6
a) |/81 b) |/ - 32 c) - /4 096
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d) 7_121—3 o /31 nl)/-4.

Resolucion

.
a) }/81 = 3 porque 3¢ = 81

S
b) /- 32 = -2 porque (-2)% = - 32

6
c) - ]/4 096 = - 4 porque 4% = 4 096

1/ ! Iy 1
d) |/ ——= — porque { — )= ——
l/ 128 2 pord (2 ) 128
¢ ——
e) ]/3‘6 = 32 porque (338 = 316
f) l/— 4 no tiene sentido, pues no existe ningun numero real x tal que x? = -4
por ser x2>0. W

n
Esta claro que para cualquier numero real a para el cual la raiz n-ésima (}/a) tiene
sentido se cumple la igualdad:

(’l,/(_l)” - a

Observa que: }/a>> 0 si n es par. Asi.

Ve =2 )22 =2
Vet =3 /3 =3

En general se cumple que:

2n
l/aZn - |a[

En particular: ]/a2 = |a|

88



Calcula, si existe:

2 /16 b |/~ 243 o l/C 9y
0/ C sy o I/C 64) 0 /C 2
Resolucion

o —
3)1/16 = 2porque 24=16y 2 >0

S
b) ]/—243 = -3 porque (-3)% = -243

c) l/(— 9)2 =|-9| =9 porque 92 = (- 9)2y 9 >0

o/ =

6
e) |/- 64 no existe pues -64 <0

6
f) l/(—2)" =|-2| =2porque 2° = (2)’y2 >0 W

En resumen:

1. La raiz n-ésima de a para a > 0 tiene sentido para cualquiera sea el indice
n par o impar.

2. La raiz n-ésima de a para a <0 tiene sentido solo para cuando el indice n
es impar.

Reduccion del indice del radical

En el trabajo con los radicales podemos en muchas ocasiones simplificarlos sin
que el resultado se altere y asi trabajar con expresiones mas simples, por ejemplo:

12

a) [/32“ = 32 porque (3312 = 324 pero
. —
1/38 = 32 porque (39)* = 3% luego
el e
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P
b) 1/2 18
y—
1/29 23 porque (23)}

(eI T

Observa que en estos casos el indice del radical y el exponente del radicando son
divisibles por un mismo nimero entero positivo y el resultado no se ha alterado. En
todos estos ejemplos la base a del radicando, es un numero positivo.

23 porque (2%)¢ = 2'8 pero

2° luego

Teorema 2

Dada l/a’" cona > 0;n, meZ,n > 1 se cumple

A]”/;A—’; = ]”/aT con k€IN; k > 0.

Demostracion

kn n
Debemos demostrar que si a > 0, l/a""' = l/a’" keN, k >0.

Sea r = l/a’" (1) entonces

r' = a" Por definicion 1.

k 3 .
)" = (a"')A Elevando ambos miembros al exponente kK > 0.

A . .
rt = a™ Propiedades de las potencias.

nk
De donde r = l/a’"" (2)
De (1) y (2) se tiene que:

n,— nk
l/am — I/amA .

n nk —/—
Nota: Si existen l/a”' y l/a""‘ y a < 0, se cumple la igualdad del teorema 2 siempre que n y kn ten-
gan la misma paridad. Por ejemplo:

Vi Ve V-V
Sin embargo, f/: £ f/(—l)z .

Existen radicales en los que no se pueden simplificar su indice y el exponente del
radicando, por ejemplo:

Vs. Vst =13 .8 =)/2

porque el indice y el exponente del radicando son numeros primos entre si. Al sim-
plificar radicales debemos expresarlos en la forma anterior, es decir, con el indice
menor posible.
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Simplifica los siguientes radicales:
8 — 6, ——— 9 — 4 —
a) |/5¢ b) |/ 125 O)27x D )/256xh2 (> 0)

Resolucion

a) f/S—6 = 412/57 = 1‘/53
w125 =|/5
oV 27x¢ = [Gxy = |/axt

4 4
d) )/ 256x%12 = [/@xdH* = axmom

I
S

. _

Los radicales como [/1 25 . [/5 de los incisos a) y b) (como la mayor parte de
las raices) no son numeros racionales. Por esta razén no podemos representarlos
mediante una expresion decimal finita o una fraccidn, como ocurre en los casos es-
peciales en que la raiz es un numero racional, como por ejemplo:

Utilizando métodos matematicos de aproximacion y los modernos medios de
cémputo, es posible obtener aproximaciones decimales de las raices irracionales con
tantas cifras como se quiera. Por ejemplo, si corres en la computadora de tu escuela
el siguiente programa, podras obtener tantas cifras decimales de /2 como quieras:

10 REM “CALCULO DE RAIZ CUADRADA"™
20 CLS

30 INPUT **Da una aproximacion inicial:""; A
40 INPUT *Cantidad de cifras correctas:”; N

50M = N .

60B = (A + 2/A)/2

70 PRINT B

80 C = ABS(A - B)

90 A =B A

100 IF C > 10 M GOTO 60
110 END

En grados posteriores podras justificar por qué este programa te permite obtener’
aproximaciones de 1/2 .

En algunos casos particulares importantes (raices cuadradas y cubicas, por ejem-
plo) las raices se disponen en tablas como las que utilizas desde séptimo grado y que
aparecen en el anexo de este libro.
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Ejercicios (epigrafe 1)

1. Calcula aplicando las propiedades de las potencias y simplifica tanto como sea po-
sible.

4 3 6 3
a)z a’-z a? b)-—;;:2y (xz0;yz0)
c) (@'b?c)H? (a#0;b20) d) (x + )8 (x +y)° (xz-)
&)@ ' b (@ b -0) @r0b20) ) —2_ (a, b, c0)
a*b?ic?
4_-3 3 .x.'2 '.x—g
g) r’s™n~ (sz0,rz0,t#0) h) — (x#0)
x5 . x
NL 4b5 3 (@ -b)?
o[ 2] [ L w0 92,
i By as #0) i) T (a#b)

2. Aplica las propiedades de las potencias y simplifica ias bases.

udx? - ux’ (x?+ 6x + 8)2
a) T (uz0, x£0) b) Y (xz £2)
(x + 3)3 (a? - bY)S
-3, -2 d -b
) (x2+ 5x + 6)3 bez x#-2) ) (a* + 2ab + b?»? (a#-5)
(a? - 9)2 (a - b)?
e) P — (a#-3) f) @ _ 597 (a#b)

3. Di cuales de las siguientes expresiones son verdaderas o falsas; las falsas escri-
belas correctamente.

2 3 6
a) 52.5% = 56 b) x3: x* = x? c)[i] _a

4 . 4
d) (3a*)? = 9a* e) (x)= x"*? f) 22.32= 62

5
g) x% . x3 = x? h) x? . y? = (xy)* i) —1—2 = 47

4. Verifica que las siguientes igualdades se cumplen:

x + 2 2x
a) ..9_9_ = 3 -1
27
b) (x? - yDx? =y = = (xp)? (x#0,y%0)
3 (2 a4
o @I -6 eI e
X

92



8]-:1 _ 4—nzn _ 21_" _ 2"_2

d) 4(22n)—l

5. Muestra, usando la definicion 1, que las siguientes igualdades son verdaderas:

4 — S
a) l/ 1 =3 b) l/—125 = —5 0)1/0,25 - 0,5

'/ 3 2 s — \
d) -——-243 = —3— e) Vx6y9 = x3 f) l/(x + )8 = (x + y)?

g)l/a2+ 2ab + b* = |a + b|

0}/ (@ -2+ b)? = |a? - b

4 _ 3 2 2 _
i)l/x 6x‘+ 9x _ | 23x (v £0)
y
6. Halla el valor de la raiz:
4, — 5 j—— 12,— iy /1
2]/ 16 w) -32 o}l ol/~ o l/—
8 64
T il AR
Dy -1 o-V121 wloo2r 1/ — b l/—3 =
7. Halla el valor de la expresion:
— 4, — 5 ,— 3, —
a) 5)/100 b) -2 /81 o)/32 +/-8
4 — 3 — 3 4
a/625 -)/-125 e 12 -6}/0.125 n 10 - }/0.0081
;) —
4m + ]/m ]
g) ———————— param = —
m 8
X + ]/(x + y)* 1
h) parax = 5;y = —
y 2
8. Di cual es el dominio de definicion de las expresiones siguientes:
4 — 3 6 — I a—
a) ]/x b) l/x c) |/~ d) [/x -2
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e)i/x,+3 f)]/x2—4 g)f/x’—9 h)l/x2+ 6x + 9

i) ]/4x - x? i) f/x3 - 4x

9. Escribe las siguientes raices con el menor indice posible:

2 ]/3¢ b ]/7¢ o /52
0 1/4 o )/xvt (x>0 0 Vix + 9y

g) lf/6“x’3

20
h) l/4x2y6z8 x=>0;,y>0)

10. Escribe las siguientes raices con el indice n indicado:

_ y —

al/s (=49 0 )/3* (=6

_ . —
o2 (=4 D)6 (=9
5 7

O)/x» >0  (n=10 f) l/x—;y (n = 21)
11. Resuelve las ecuaciones:

a) x3’=4 b) x3=+4

c) x* = 64 d) x* = -10

e) x* = 49 f) x5=0

g) x* = 64 h) x5 = 243

12* En el programa del calculo de las aproximaciones de 1/2 realiza las variaciones
necesarias para obtener las aproximaciones de las raices de otros numeros.

Potencias de exponente racional. Propiedades
2. Ampliacion del concepto potencia

El concepto potencia puede ser ampliado para incluir el caso de exponente racio-
nal. Para ello nos limitaremos al caso en que la base es positiva o cero.
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Definicién 1

Si a>0:

n
= ]/a”' conm, neZ; n>1.

m/n

a

Sia=0""=0conm>0y n>l.

Observa que con esta definicion se ha extendido el concepto potencia a exponen-
te racional.
n j/—
En particular si m = 1 se cumple que [/a =qa'"

Si m es multiplo de n (m = n - k) esta definicion es compatible con la de potencia
de exponente entero porque:

ak - a(n - k)/n - i‘/a,, “k — a/\
4 — 4
(a? = a** = ‘/a“ = ]/a“'2 =a?d
Atencién: _KkM m .
¢+ —— = — , luego debe cumplirse:
o kn n
al\m/kn - am,u con m, n, kEZ, n > 1’ k > 0

pero esto se cumple ya que:

kn nyT/
akm/An - l/al\m = l/a/n - am/n pues a>0

-—

por teorema 2, epigrafe |

Calcula las siguientes potencias:

a) 34/2 b) 82/3 C) 43/2 d) 253/6 e) 24/2 0 78/|2

Resoluciéon
3 R
a) 3 =32-9 b)82”:l/82 :V64 =4
c) 42 = V43 - 1/64 =8 d) 25%¢ = 25'% = 1/25 =5
an |
12:=1/2" = — = 0,707
e) 2 l/ V2

) 1
observa que 277 = W y esto se cumple en general.
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3 3,
f) 7812 = 7?13 = ]/72 = 1/49 =3,66 W

Nota: La potencia a'"/" de exponente racional con base negativa puede definirse de igual forma que la de
base positiva, excepto en los casos en que n sea par.

Por ejemplo (D2 (=3)*** (=5)*"* no estan definidas.

m m'
Si en la fraccion — , n es par, y en la fraccion irreducible , n' es impar, entonces también se pue-
n n'

n
_ . n/n m'/n’ '
de definir estableciendo que: a”'" = a™ " = l/a"

3
Por ejemplo: Y8 = ('3 = l/-l

6
Atencién: En este caso no se puede escribir directamente que (-1)%° = l/(—l)2 pues la definicién
exige que se simplifique primero, antes de pasar al radical.

Ejercicios (epigrafe 2)

1. Escribe las siguientes potencias como raices:

2/3
a) §'2 b) 6*"* c) 134 d) [—‘9‘— ]
. 4/5
&) X D o) g) (x> m[ﬂ] (n#0)
n
\ 5 -1/3 X
i) 1377 ) 2174 m[g] 1) (0,06)"
2. Halla el valor de las siguientes expresiones:
a) 4!2 b) 8'/3 c) 81174 d) 1632
e) 1252/3 f) 322/5 8) 644/6 h) 162/4

3. Escribe las siguientes raices como potencias:

2 /s w117 o /10 @) /42
e) 51/[%] f)3l/[—2—:|4 9 |/x? h) J/32°

6 5 -
D)@ @-b>0 j)VT%]s

4. Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando la definicion del epigrafe 1.

a)f/x =3 b)l/; =8 c) f/(x+2)2 =4

Y 5 _
d)[/x2—6x+9 =2 e)l/ 3 X = 2Ax#0)
x

96



3. Propiedades de las potencias de exponente racional

Para la potenciacion de exponente racional son validas las mismas propiedades
que ya conoces para exponente entero:

Para todos los numeros reales a y b (a>0, b>0) y todos los numeros enteros
m, n, p, q (n>1, g>1) se cumple:

m/n

a : b™'" = (a : b) ™" (se dividen las bases y se eleva al mismo exponente).
. [@™"P’* = a™'™ (se toma la misma base y se multiplican los exponentes).

1. a™" . a”’? = a™'™?'7 (se escribe la misma base y se suman los exponentes).
2.a™" «b™" = (a - b)™'" (se multiplican las bases y se eleva al mismo exponente.)
3.a™"" . @’ = a™"?'7 (se escribe la misma base y se restan los exponentes).

4,

5

Ademas se cumple que:

a""<a’’?  sia>l
am’">a*'t si a<l

..m
s1 — <l entonces {

n p

Aplica las propiedades de las potencias:

a) 412 . 4113 b) (- 2)!/5 . 38 c) 627 ; 6'4

d) 6'/¢ ; 31is e) [43/41/2 f) Compara: 4! y 4'/2
Resolucion

a) 4172 . 4113 = 412+ 113 - 458 b) (= 2)V5 . 315 = (=2 . 3)S = (= 6)!/S
c) 627 . 614 =g2T-1/4 = 6'/28 d) 6'/6 . 3'¢ = (6 : 3)1/6 = 2V/¢

e) (43/4)l/2 = 43/4- 1/2 = 43/8 f) % <% luego 41/3<4l/2. .

Demostremos las propiedades 1 y 2; las restantes las puedes demostrar como ejer-
cicios.
1 am/n . ap/q = am/n + plq
Demostracion
Consideremos a™" = a™'™ = uy @&’? = a®™ = v, luego
amq - unq y anp = v’lq
multiplicando ambas igualdades miembro a miembro tenemos:
mgq

a™ «a" = u" V"

aplicando las propiedades de la multiplicacion de las potencias de exponente entero
obtenemos:

am -t — (u R v)nq
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extrayendo raiz de indice ng

ngq
l/amq +np a(mq+np)/m/ = UV

aplicando en el exponente la propiedad distributiva de la division con respecto a la
adicion obtenemos:

m/n + plq

a = u-v

sustituyendo u = a™"y v = a@”’? se tiene: ™" - a”* = a™"* """, R

2.a"" b = (a - b)Y

"y = b™" entonces:

Demostracion: Consideremos u = a™
u'=am Vv = b"

multiplicando ambas igualdades miembro a miembro obtenemos:
n

u V' =a" - b"

aplicando la propiedad de la multiplicacion de potencias de igual exponente entero
obtenemos:

(w vy =(a b
segun la definicion de exponente racional tenemos:

u -v=(a .b)m/n
sustituyendo u = a™" y v = b™" queda: a™" + b™" = (@ - b)"". A

Ejercicios (epigrafe 3)

1. Aplica las propiedades de las potencias y simplifica en los casos posibles:

a) a'’? .« a'’? (a=0) b) a'’* . a*® . a*} (a=0)
c) x¥3 . Yo L X (x>0, y=0) d) (x9)'% (x=>0)
e) (@®)'? (a>0) f) [@*4*° (a=0)
g) (2a* b%)*? h) a'? . b2 (a>0, b>0)

2. Determina el valor de x de forma tal que se cumpla la igualdad:

a)a'? .x = a""’ b) x -3a"? =6a"" )’ .x = (29) (z#0)
d) (0)*? = a'’® (@=>0.x>0) e) 3"? .3%5 = 3" f) 34 . x = 32
g) X : 51/2 - 31/2 h) x7/8 . 57/8 - 57/8 l) X 25/6 - 23/8

x7] 6
()T =
k*)[i]e/s L - [i]x

2 5
1) X' . 3*=|:L]x
9
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3. Transforma las siguientes potencias en un producto de potencias:

a) a4/5 b) xl/2 (x>0) C) 62/3
d) (x? - y?'/3 e) (@a? + 2ab + bd*7 f) (x2 + 7x + 12)*°

4. Transforma las siguientes potencias en un cociente de potencias:

a) 03/4 b) 35/6 C) [z ] 13
3

d) (_ 2)4/5 e) [_ _1- ]l/s f) [_3_ ]3/4
2 4
g B+ 1) B=1) h)(x+ )7 (xz -)

5. Efectua las operaciones indicadas dejando la respuesta con exponente racional.
Considera positivas las variables.

a) (x'? — x'/2) x b) (@2 + b'/?) (@' - b'1?)
) (@2 + a2 d) (/2 .yl
e) 2x'2 + 3 + x')(x + x'?) ) (x'3 + YA = x4 y2/Y)

6. Calcula aplicando las propiedades de las potencias y da tu respuesta en forma de
raiz:

»Vx - Vx >0 oy V' 620
8, 12—

3
ola -Va (@>0) DV/p1vE (630
10 — 5 4 —
e |/ l/y2 (»=>0) ) |/ x? l/x‘3 (x>0)
8 — 3, —
9 1/xV/x >0 n 1/V/ax x>0

D(V/x -Vx+3) >0

7. Verifica si las igualdades siguientes se cumplen para los valores admisibles de la
variable transformando en exponente fraccionario:

]3/a2|/c_1 f/a3 i/c—l2 a f/lg
a) —— =1 b) ——— =1 ) ———
Vo ta Var e Ve

8. Halla el valor de las siguientes expresiones:
a) 4x'? + 513 -6’ parax =8

b) 4x' + SR
x7! 2x°

- 8x"? + 4x¥? parax =9
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c) x4 — x12 4 2xM4 4+ 9 — x4 4 5x712 — x3/*  para x = 16.
4. Potencias de exponente irracional. Propiedades

Hemos definido las potencias de exponente racional a™" para todo a< R. Si
a> 0 se puede definir a¢ para todo c € R, puesto que:

Si a> 0 para todos los numeros reales a y ¢ existe un unico numero real b tal
que a“ = b.

En este libro solo ilustraremos cédmo se pueden obtener valores aproximados de
potencias de exponente irracional. Para ello se utilizan las aproximaciones racionales
de los numeros irracionales, es decir, si quisiéramos calcular 32 hariamos previa-
mente aproximaciones racionales del exponente 12, es decir:

1 <2< 2
1,4 <V/2< 1,5
1,41 <2< 1,42
1,414 <2< 1,415
1,4142 < 12< 1,4143

entonces para la potencia b = 3" tendremos:

3=3'<b <32=9
4,65554=3"* < b <3'°<5,19615
4,70697=3"*" < b < 3'*=4,75896
4,72770=3"*"* < b < 3'%9<4,73289
4,72874=3""" < b < 3"%<4,72926
4,72879=3"*" < b < 3" 2472884
4,72880=3"4" < p < 34142144 72881

Si nos fijamos en estas desigualdades el miembro derecho va disminuyendo su
valor y el miembro izquierdo va aumentando, esto hace que nos vayamos acercando
cada vez mas al valor de la potencia, luego: 32 = 4,728 80...

Para representar la potencia con todas las cifras correctas, debemos tomar sola-
mente las cifras que coinciden en ambos miembros, por ejemplo: '

con dos cifras correctas: 3" = 4,7
con tres cifras correctas: 3'2 =472
con cinco cifras correctas: 3> = 4,728 8

Con estas ideas puedes elaborar un programa de computacion que te permita cal-
cular aproximaciones decimales de cualquier potencia de exponente irracional. In-
téntalo.

Para las potencias de exponente real se cumplen las propiedades ya conocidas de
la potenciacion.
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Teorema 1

Sean a,b,r,s, (a > 0; b > 0) nimeros reales cualesquiera, entonces se cumple:

r S r+s

l.a" -a’=a

2.4 b =(a - b)
3.a"a*=a "°*

4. a’: b = (a : b)r

5' (ar)s = ars

6. si r < s entonces

a <a'sia>ly
a >asia<l|

5. Logaritmacion

La potenciacidon y la radicacion son operaciones inversas:

a" = b y ]/-[; =da
Dados ay n Dados by n
obtenemos b obtenemos a

3
Por ejemplo, de 2° = 8 resulta /8 = 2.

Pero como la potenciacion no es conmutativa (en general a’ # b*), si se quiere de-
terminar el exponente dadas la potencia y la base no se puede utilizar la radicacion.

En este caso se introduce una nueva operacion, la logaritmacién, que también
es una operacion inversa de la potenciacion.

Definicion 1

Dada una base a > 0, a# 1 y un numero b > 0, se llama logaritmo de b en
base a y se denota log,b, al nimero c al cual hay que elevar la base para ob-
tener el numero: a“ = b.

Simbodlicamente la definicion anterior se escribe:

log,b = ¢ siy solo si a® = b.

por lo que podemos plantear que:

a*¢® = p (Identidad fundamental)
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Calcula los siguientes logaritmos y fundamenta:

1
a) log; 64 b) log, (? ) c) logg; 9
dlog, 1 e) log, a
Resolucion
a) logy 64 = 2 ya que 8% = 64

b)log;(%) = -1 yaque3"=%

|

" ¢) logg,9 = S R que 81" =9

d) log, 1 =0 yaqued’
e)log,a =1 yaaquea'

1
a B

Ejercicios (epigrafe 5)

1.
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Halla los siguientes logaritmos:

a) log,,100 b) log, 49 ¢) log, 12
d) log,l e) log, % f) log,, 0,001
g) logys 8 ) log,, (== ) i) logys 4
) N 27
12
i) leg,s 313 k) log i 3 f@) 1) log 4 V2
. Escribe en notacion logaritmica las siguientes expresiones exponenciales:
3
a) 52 = 25 b) 10" = 0,1 c) 67 = V6
d) 27 = 0,25 e) 107 = 25 N34 =9
g) 274 = 0,2 h) 32 = 0,803 i) 3™ = 41,90
_]) 25.6724 - 51 k) 100‘2553 - 1,8 1) 102.8 - 63],0

. Expresa en forma exponencial los siguientes logaritmos:

a) log,8 = 3 b) log,2 = 0,5 c) logg216 = 3

d)log,P=m@>0 elogQ=n+1(®B>0) ) logh 16 = 6
3.—

g) log,V/5= % h) log,8 = % i) log,0,125 = -3

i) log,e6 = 0,77815 k) log0,2 = - 1 ) log8 = %



4. Comprueba que las siguientes igualdades son verdaderas:

a) log,4 + log,8 = log,32 b) log;9 + log;27 = log,243
c) 2 logy9 = log,81 d) log;27 - log;9 = log,3
e) 3 log,4 = log,64 f) log,64 - log4 = log,16

Radicales. Operaciones con radicales

6. Propiedades de los radicales. Simplificacion de radicales

m/n

Debido a que a™" = ]/a’" para a>0, los radicales cumplen propiedades que

son consecuencia inmediata de las propiedades de las potencias de exponente racio-
nal:

Propiedades de los radicales

1.a'" . b = (a - b)'/" > Va- Vb = l/a < b
2.4 . bV = (a : b)V" > Va: Vb = ‘/a ¢ b
3. [al/n]m = qgm'n - (Va )"‘ - I/am
4. [al/n]l/m - al/mn - l/l"/a = VZ

kn n/ =
5 gkmikn — gmin > am = l/a'"

Estas propiedades son de mucha aplicacion en las operaciones con radicales, en
la introduccion y extraccion de factores en el radical, en la racionalizacion de deno-
minadores y en la simplificacion de radicales.

En el trabajo con los radicales es conveniente trabajar con ellos simplificados.

Un radical esta simplificado cuando:

El indice no tiene factores comunes con el exponente del radicando.
Se han extraido los factores que son raices exactas.
El radicando no tiene denominador.

103



Por ejemplo, estan simplificados los siguientes radicales

3 3 5
Va, ]/a2 , 2Vx , a®Va.

No estan expresados en su forma mas simple (simplificados) los siguientes radi-
cales:

W.VE,]/"”.

X

Para simplificar un radical es frecuente realizar las transformaciones siguientes:

Reducir el indice del radical.

. 6
Reduce el indice del radical siguiente: ]/a’ ,a > 0.

Resoluciéon

Se descomponen en factores el indice y el exponente

6 — 23—
l/ali = l/al-l

se cancelan los factores comunes:

6 — 23— _
l/a3 = [a” =Va N

Extraer factores del radical

Extrae todos los factores posibles del radical:

3 4

a) l‘/a3b‘sc2 b) l/asb2 @ b, c=0)

Resolucion

a) En este caso a®y b°tienen raices exactas, entonces:

i/a’b“c2 = f/; . i/;g . ]j/c—2 = ab2]7c_2

b) En este caso ninguno de los factores tiene raiz exacta, pero como el exponente de
a (5) es mayor que el indice (4) se puede escribir:

f/a5b2 = f/’a4 ca -b? = f/;z_‘ . f/ab2 = ai/ab2 . N
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Observa que en la practica se extraen del radical los factores cuyo exponente
es mayor o igual que el indice. En esos casos se divide €l exponente por el indi-
cey el cociente €s €l exponente de la potencia que ‘‘sale”, mientras que el resto
es el exponente de la potencia que “queda’ en el radical.

n M n ;g n , n,;
En efecto, ]/a”" o= l/a"" -a = [/a"" . ]/a’ = a* ]/a’

A veces es necesario introducir facteres en un radical, para ello es necesario ele-
varlo a un exponente igual al indice del radical.

S
Introduce el factor a en el radical al/b ?

Resoluciéon

a]s/b_%*-2 = ]5/; -]5/1)3c2 = ]5/a5b3cz. [ |

Simplifica los siguientes radicales (Considera que las variables y expresiones que
aparecen son todas positivas.)

a) f/azx6 b) ]/x(x + y)? c) [l/a + 1 jls

— YN ‘/ as + at
4 —
d1]/1 080 e) l/[/a N l/ =

—_
g)[/a2+ 2ab + b?

Resolucion

a) I4/azx6 = f/(ax’)2 =l/;1—;3— =xl/:;
b)]/x(x+y)3 =(x+y)l/x(x+y)
c)[l/a+1 :lszl/(a+l)5 =(a+1)2]/a+l

D108 =)20.3.5 =2.3/2-3.5 =6]/30

e)l/f/?_: Vat =Va
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4 Ta“ f/a5+a‘ f/a‘(a-'- 1) a]4/a+1
)l/ _

f =
16x* 4 2x 2x
l/l6a‘

g)f/az+2ab+b2 :[“/(a+b)2 :]/a+b. [

Introduce en el radical el factor exterior:

a5 ]/; b) x?y f/;

3 -
¢) (a+b) 3 @+b>0) d) 1 ]/x2+5x+6 x<-30x>-2)
a+b x+3

Resolucion

a)5)/3 =513 =/75
3 3 3
b) x% ]/z = ]/(xzy)3z = l/x“y’z
/3 '/ 3a + b)} 1‘/—_*
b = —_ =3 b)?
o) a+ )l/a+b l/ a+b @+ )
- 2
d) ! l/x2+5x+6 = x+__5x_j__6_: x+2' |
X + 3 (x + 3)2 x+ 3

Ejercicios (epigrafe 6)

1. Calcula aplicando las propiedades de los radicales:

2)/2 )3 0 /2 -)/135

o1/2 .1/ -2 @ )/30 :1/5
e) [3/40 f/g f) f/—z (a>0)
g) (l 2_)4 h) f/ﬁ



01/-3
125
o
K /2
m) VaVa (a>0)

0) ]5/32 .5 15/33 .52

/305
D)2 Vs

o e e
p) 13/9 + V17 13/9 - V17

(a >0)

2. Di cuales de las siguientes relaciones son verdaderas:

a) ln/a- b

c) l’ylp/_?l =

n+p

[/; (a=0)

e) i'/a+b =l"/; +l"/;(a>0,b>

n/ n p
g) l/a” = (l/;) (a>0)
3. Simplifica los siguientes radicales:

a) f/g

6 —
d) \/(x+y)8 (x >-y) e

n

l/aZN

9 /x" (x>0 b |/xy

DV 24a b+ >0k ) axt +

4
m) 2 |/16a%* (@ >0, 6> 0)
a

o) */ 128G - b)
81 (a + b)*

. —
b)]/a2 (a>0)

4
(@>b>0) p l/

Va-Vbw@=>00b6>0 v)/a-b =l/a /b @>0,6>0

O/Va = Va @>0
00l = Va >0

W Va:b =/a /b @>06>0

6
c) ]/a3 (a>=0)

n

f) l/a”z (@a>0)
N
i) l/ab (a + b)?

N
12x$ 1) ]/64x3y‘3z‘ (y#0)

) J/25x7 - 50x? (x> 2)
x8y3
=>0;,z> 0)
s 07
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4. Introduce el factor en el radicando:

D7)/ @>0 bs]/a

S
0) 2 }/3x2y?

— 3 — 6
3x
D)4y >0 eab|s fa l/ - (x>0.a70)
3, a7
g)ix‘/6a h)(x+y)l/ 2 x+y>0
3 X +y

Da+bl/a-b (@>bb>0)

j)(x-+y)]/—-)—c---1 x>0,y>0 x>y

X+ y

K) lbl/a’-b’ @>b>0 Datlfa  (@>0
a_

7. Reduccion de radicales a un indice comin. Comparacion de ra-
dicales

En la practica se hace necesario calcular con radicales que tienen indices diferen-
tes y, para hacerlo, en muchas ocasiones es necesario reducirlos a un indice comin.
Esta reduccion a un indice comun es completamente analoga a la reduccion de. frac-
ciones a un denominador comun; recuerda que los radicales se pueden escribir como
potencias de exponente racional.

Para reducir dos radicales a un indice comun:

Se busca el mcm de los indices.
En cada radical, se multiplica el indice y el exponente del radicando por el
factor necesario para que el indice sea el mcm hallado.

9 — 6
Los radicales ]/a2 , l/a se pueden expresar con el mismo indice de la forma si-
guiente:

a) f/_z = 9'lz/a” = ]]8/;:

ola = Va© = Va

n,— nk
aplicando la propiedad l/a’" = ]/a""‘ .
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Observa que al expresarlos con un indice comun (18) hemos tomado el minimo
comun multiplo (mcm) entre los indices (9 y 6) y el factor k por el que hemos mul-
tiplicado el indice y el exponente del radicando (k = 2; k = 3) es el cociente entre
el mcm y el indice del radical en cuestion.

Reduce los siguientes radicales a un indice comun:

a)[/g,]s/: b)f/:’;f/;;]a/; @a=>0)

Resolucidon

a) l/; , 13/: mcm (2;3) = 6 luego l/; = ]6/—5_3 = f/?g

Ve -V -1/
o _

; ]/a5 mcm (3; 4; 8) = 24 luego f/ 3= 2‘4/;

Va = Va

8 24
]/a’ = l/a”. |

La reduccion de radicales a un indice comun nos permite comparar radicales
comparando solamente los radicandos.

Ordena los siguientes radicales de menor a mayor (en forma creciente):

a)f/;;f/g;[}/; b)f/;;l/;;f/g

Resolucion
6 4 3
a) I/i; I/_S; |/§ mcm (3; 4; 6) =12

6 12 — 12
V2= )22 = Va
4 12 — 12
Vs= /50 = |/125 como 4<81<125

12 ) —

3 12 6 _ 3 4
V3= |/3% = V8l entonces V2 < V3 <V5S
4 8
b) 1/3; l/i; l/g mcm (2; 4; 8)
4 8 — 8
g V3= 13 =T
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8§, — 8 '
ﬂ:l/32:1/§ como 5 <9 <16

8 8 4
V5 entonces [/5< 1/3< 1/2 ]

Ejercicios (epigrafe 7)

l.

8.

Reduce los siguientes radicales a un indice comun. Considera positivas todas las
variables y expresiones que aparecen.

4 — 3
) V5 ) a? b) V3 ; V64
c)[/xj;f/a’b d)f/axz—yz;f/a+b2;]9/x—1
3 15 |- 3 — 3 12
e) Vxy s Vx: Vxz f)l/xzy;l/i;l/;c
Yy
8)]3/6_1:;16/;;19/;

. Si sabemos que Ja <V/b con 0<a<b, compara los siguientes radicales ordenan-
dolos en forma decreciente:
3 4 6 4 S
a) V10 ; V11 ; /8 b) V2 V5 12
S 3 6 4 — 8
) V25 V312 d)l/)_c;l/yz;]/)—c (x<y, x>1)

Radicales semejantes. Adicion y sustraccion de radicales

Desde grados anteriores conoces los términos semejantes y has trabajado con

ellos. Cuando los términos con que se trabaja son radicales tenemos un caso especial

de

términos semejantes.

Dos radicales que tienen igual indice e igual radicando se llaman radicales se-
mejantes.

son semejantes los siguientes radicales:
3 3

a)

c)
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Va y S/a b) 2V7 y 517

2a% f/x +y y 3ab2]5/x +y



— f/xz - 3x y a? i/x2 - 3x

3 4
no son semejantes 42 y 612 tampoco lo son 81/x y 3)y.

Para sumar y restar radicales semejantes procedemos igual que cuando reduci-
mos términos semejantes.

Calcula:
a)3V2+5)2
b) - 8]3/5 + 6]3/5

4 —

. —
c)% l/a3 + % al {a>0)

d)0,5l/x+y —]/x+y +3[/x+y x>=-y)

e) als/_S_g + SV; - bf/g;

1) 5]6/3;; - 2]5/; + 4]6/—1;; (xy=0)

Resolucion
a)31f2+5|/§-81/§
b)—81/5+61/5——21/a
| N 1 5 Y.
) — 3 = 3 - 2 3
c 5 ]/a + 3 [/a . l/a
d)O,Sl/x+y —]/x+y +3l/x+y :2,5]/x+y

S 5 S S
e)a|/Sb+ 3YSh —bV5b=(a+3-b)/5h

6 — N 6 — 6 5
DSy -2vVa +4)/3xy =9)/3x» -2Va. m

A menudo es preciso simplificar previamente cada sumando, antes de reducir los
radicales semejantes como muestra el ejemplo siguiente:

Calcula:

w3/8 -2/18 +4)/50 b) 4V5 - 6/35 + /%

111



4 ]/x’—l —;4

x -1

03 I/ x + 1 +
x -1
Resolucion

a) 31/8 - 2/18 + 4//50
342 —2/9.2 +4)/25.2

=61V2-6V2+20)2=20 l/i (se extrajeron factores del radical y se calculd).

3 6 9 —
b)4l/§—61/2_5+[/x3

4
c)3|/x+1+ 4 l/xz—l -
x -1

x24+ 2x 4+ 1
(x - 1)?

3 6 — 9 3 3 3
45 - 6)/5t +|/x* =415 -6V5+ x

3 3
-2 1/3 + l/)_c (se simplifico el indice del radical y se redujeron radicales semejantes)

x2+ 2x + 1

(x>1)

x -1 (x - 1)?
) . 2 _ 4 2
-3 x+l+4, X 1 x+1)
x -1 (x - 1) x - 1)?
; . _ 4 2
-3 x+ 1 ‘4 x+Dx-1) _ (x+1)
x -1 (x - 1) x -1
-3 x+1+4- x+1 x+1:6 x + 1
x -1 X - x -1 x -1

(se introdujeron factores en el radicando, se simplificé el indice del radical y se efectud la suma).

Ejercicios (epigrafe 8)

1. Efectua:
a)4V3+2)3
B)SV2-212
c)7f/)_c+f/)_c—815/;c+15f/)_c
d) 2Vx - 131y - 6 Vx + 8/x + 22y
e)dx Vb - 5y Vb + 6z/b (b=>0)
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f) V20 + /45 - 4/5

g)7|/ - 2V7a + 2a

h) a l/abzc3 + bl/a’bc2 +cC ]/a’b’c (@=0; b>0; c=0)

(@ >0)

Q|

4 4 —
i) xy ]/x’y‘ + l/x’y‘ (x>0; y=>0)

j) l/x(x + y)? l/x(x - y)2 - — ]/xy (x=0; y=0)

k) 4x l/—3q‘—9a|/—x—+ax|/——3— (a>0; x>0)
x 3a ax
[’ l/ 9m
- 2
™ /ab —l/ab ' ‘"* I/—— (a>0, b>0)
2 22
1/ =— I/ b ] [/ 50a  b* 3245
n) b ‘
) ab? 5 bS a % (a>0; b?O)
) . 9 C 12
o _ . o
64a2b2 512a%? + ‘b‘ (a>0; b>0; c=>0)
2
p) X(x+1)2 ———+ (x+ 1) xy >-1

q) xy l/x'"” + /X 'y"” (x=0; y>0)

D )/8a%® + |/ CY/8a%t ~1/4a%? . (@0, b>0)

9. Multiplicacion y division de radicales

En la multiplicacién y division de radicales se aplican las propiedades:

Va-Vb=Va-b y VaVvhb=lab ab>0

por tanto, es necesario que los radicales tengan el mismo indice.
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En la practica:

Para multiplicar o dividir radicales diferenciamos dos casos:

a) los radicales tienen igual indice.
b) los radicales tienen indices diferentes.

En el primer caso aplicamos directamente las propiedades anteriores.

En el segundo caso reducimos primero a un indice comun y aplicamos las pro-
piedades.

Efectaa:

24)/3 .5)2 by ab /x - be |/x
o2)/s -6)2 0)/18 /6
Vxr -1 Vo

e) —— (x=>1) )

Vert T
9 (8)x -51/y) (3Vx +4/y) >05>0

(x>0, y>0)

Resolucion

a)4V13.512=201/6
y—
b) ab f/?c . be ]J/)_C: ab’cl/x2

O2V5-613=2)s -6)/22 =12]/125 - 4 _ 121/500
a)l/ﬁ;:]/azl/ﬁ -3

]/ 2 -] x+ D& -1D 4/
x + 1 x + 1 -]/x l
[/x+1

f) I/Xy _ f/x 3y 3 _ 6 _)_CJLJ _ I()/;;
— - /=
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) (8/x - 5/y) BVx + 4/y) = 24x + 17 1/; - 20y

h) (/x + 31/32)2=x+6]/; +9y. H

Ejercicios (epigrafe 9)

1. Efectua las siguientes multiplicaciones (todas las variables y expresiones que apa-
recen son positivas).

2)0513.213 b) 2 V5 -4 V35
c)ab -bVa d) -3ab?\y - ab V/x
3,— 3
e) l/4x2 < V2x f) l/xy ]/yz -|/zx
l/—5x2 [/3x3 h)al/)_c-bl/l
X
i) 3V2a - x /b j)l/§-i/§~
3 4 4
K)3VE-213 Day2x - 3b |/8x?
m)l/); i/; n) — 3 l/ %% . l/a3b’c
. a
0) 2 +V3) (2 -V13) p)(l/§—l/3)(l/5+l/3)
Q) /5 - 3) (/5 - 10) 1 2 -V3)?
s) (V2 + /6)? t) (Va - 2/b)?

wl/x Ve Vo) (x + 1)
W7 +vV3 Y1 -VD3

w) Halla el valor de la expresion algebraica: x? — 6x + 7 para x
x) Halla el valor de la expresion algebraica: x? — 2x - 4 para x

3 -2
1+ V5.

2. Efectua las siguientes divisiones (considera positivas todas las variables y expre-
siones que aparecen).

al/10 .5 /s /1
o 6/10 :2)/15 O V/a% :|/a
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e) i: 2 f) —x—2': i
|/b |/c |/y I/y

8a®» ]/xzy " V2V3 V5
6ab? ]/)_c; V3

p V2 D3le 213
/726
03t 5 o D a®® . Vab
m)ylj/)gzl/; n)2x13/;:3l/2—x
o) l/ﬁ : l/i Vor + Vaw
y 22 p———
) l/(x -7+ f/(x - l/x
q

(x -y)l/x -y

g)

10. Racionalizacion de denominadores

Para simplificar completamente un radical es necesario, como ya se dijo, que no
aparezcan fracciones en el radical o lo que es equivalente que no aparezcan radicales
en el denominador. Esto puede lograrse mediante un procedimiento que se conoce

como racionalizacién de los denominadores.

Racionaliza las siguientes expresiones:

1 2 x? - y?
a) — b) — c) 0, x>
% % xz0, x>-y)
2x l/x +y
Resolucion
1 112 - . .
a) — = ——— se multiplica el numerador y el denominador por }/2 para eli-

V2 Vi * l/i minar el radical del denominador.

/2

2
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Vi V3.3 3
x? - y? (xz_yZ)l/x+y
c) ' =
2x|/x +y 2x]/x+y l/x+y

(xz—yz)l/x+y (x—y)l/x+y

[ ]
2x (x + ) 2x

En el ejemplo anterior los denominadores contienen un solo radical, se trata de
denominadores monomios que, como ves, se racionalizan muy facilmente.

Cuando en el denominador aparecen dos radicales que no son semejantes se ha-
bla de denominadores binomios y para racionalizarlos se hace uso del concepto si-
guiente:

Las expresiones }a + /b y Va -Vba, b >0 se llaman conjugadas.

Dado que:
Va+ Vbl Wa-Vbl=0al*-0bl2=a-b (a b>0)

Si un denominador binomio se multiplica por su conjugada, se ‘eliminan
los radicales.

Racionaliza las siguientes expresiones.

2 V5
) — b) —
Vs /3 -1
)y X~ 0, 0,
c Y x>0,y >0,x%y)
Vx b?
d ——— 0, _
)ax+b]/)_c (x> X7 az)
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Resolucion

2 2(/2 - V3)

Y I B S )
_22-/3 ‘/3) =203 -12

b) Vs l/_(l/§+l) _VI5+ 5
/3 -1 V3-D03+1) 3 -1
_ V5 + V5
2

o X = x -y WUx -Vy)
Vx+Vy  x+ V) Wx - Vy)

(x—,\’)(l/;c"l/.;) =l/;‘3—l/;

X =)y
@ Vx _ Vx (ax - b V/x) _ ax Vx - bx
ax + bYx  (ax + b Vx) (ax - b Vx) alx? - blx
_alx-b g
alx - b?

Ejercicios (epigrafe 10)

1. Racionaliza las siguientes expresiones:

a)—i (@ >0 b)— c) 2/3x x>0,y>0)
Va V3 Yy
Hd—2 (>0 & —2  (xy >0
4 — 4
y l/x’y I/ny’
n VX >0 g) 31 (x> 1)
.
l/9x2
h)l/—i (@a=>0; bc>0) i — X (y#0)
bic

ln/y"+1

1 V2 + 2/3
i C k) T —
J)|/ prer (x#0) %




) 2 m) V3 -1

V7 - V3 V3 + 1
- 7 l/x+1
n) V‘f Vll (a>0,b6>0) 0) —m ——— (x>-1)
Va + Vb
1+l/x+1
) 3V§+l/g I/X+y—l/x—y
3 e ¥ 7] <=

Vx+y +)x-y

. Efectua las operaciones indicadas:

a) I/ d —1/5)2 (xy > 0)
y

b)[(-‘-/{’—Jf—-Vf—)z_(—Vg’-_—Vbi)z]l/;; @>0;6>0

— 2
o [/ 3a? +al/3 —I/ 1;‘51 —-9Ta|/—; (a>=0)

|/a+x +|/a—x

d) (Jx| < a, xz0)

/

e)——{—w (x>0, y>0)

xVy + yVx
f) a-x x- b (a < x<b
x-0b a - x
- b a? a+b
)|/“ -2|/ - (la| > b)
g a+b a® - b? a-»b ]

l/l+x l/l—x 2
h) + -
V1 - x V1 +x /1 - x?

i) [1 . —-L_} (x+Var+02) @z0.620

(Ixf <1
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11. Ecuaciones con radicales

Las ecuaciones con radicales son aquellas que tienen la variable bajo el signo
radical. Para resolver este tipo de ecuacion es necesario transformarla en otra
en la que la variable no aparezca en el radicando.

Ilustremos el procedimiento de resolucion de estas ecuaciones en el ejemplo:

Vax-3 -x=0

primero aislamos el radical,

es decir, despejamos el radical
Vax -3 =x
elevamos ambos miembros al cuadrado

(l/4x—3 )2=x2

con lo que se obtiene la ecuacion:

4x - 3 = x?,

que no tiene radicales.
Resolvemos esta ecuacién de segundo grado:

x2-4x+3=0
x-3Nx-1=0
x;-3=0 x, -1
x, =3 b

1

por ultimo comprobamos las raices en la ecuacion original, pues al elevar al cuadra-
do pueden introducirse soluciones de la ecuacion transformada que no sean solucion
de la original.

para x; = 3

ML)/4.3-3 -3=)/12-3 -3=y5-3=3-3=0
MD:0  MI = MD

para x, = 1

ML)4.1-3 -1=)/4-3 —1=yT-1=1-1=0

MD: 0 MI = MD
S = {1,3}
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En resumen:

El algoritmo para resolver una ecuacion con radicales es el siguiente:

1. Racionalizar la ecuacion: Esto consiste en eliminar los radicales de la ecua-
cion; para ello seguimos dos pasos:
a) Aislar el radical.
b) Elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion.

2. Resolver la ecuacién obtenida.

3. Comprobar en la ecuacion original las raices obtenidas para desechar las que
no la satisfacen (raices extrafias).

Determina el conjunto solucién de las ecuaciones siguientes:

D)x+4 -3=0 B-3=)6x+9 -x

c)l/5x+7 —I/Zx—l =0

Resolucion
a) l/x +4 -3=0 Comprobacion:
Vx+4 =3 ML)/S+4 -3=y3_3
xX+4=9 =3_-3=0
x=35 o oo
S = I5) MD: 0 MI = MD
b) -3= ]/6x +9 - x Comprobacion: para x, = 0
x—3=l/6x+9 MI: -3
(x-3)?=6x+9 S — _
x2-6x+9=6x+9 MD:V6'0+9—0=V9
x* - 12x = 0 =3  MI#MD
x(x - 12) = 0 (x, = 0 es una raiz extrafia)
x3=0 x,-12=0 para x, = 12

=12 ML -3

MD:)6-12+9 - 12
§=1i2 =V124+9-12

/81 - 12=9_12

=-3 MI = MD
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c)l/5x+7 —[/2x+1 =0

l/5x+7 =l/2x+1

Sx +7 =2x+ 1
Ix=-6
x = -2
Comprobacion:

MEY/S 2 +7 - )22 + 1

S= o “V-10+7 -)/-a+1
:[/j —[/:_3— no esta definido en R. W

Ejercicios (epigrafe 11)

1. Determina el conjunto solucion de las ecuaciones siguientes:

al/2x -3=3 o /x+1 =3
Osx+6 =4 dlfx-2 =-3

o )ix-2 =4 D)x+3 -3=0
9f/x-2 -2=0 W)/x-1 -5=0
D/x-5 -6=0 D2+3)2x el =5
K/ sx-7 -)2x+10 =0 DV3x+1 -}1x-2 =0
m /sx+7 -V2x+1 =0 ml/x-2 -)/sx-8 =0
Dx+)x-2 =4 D /x-1 -xi=-I
OVx+4 +8=x DVx+7 +x=5

) x=)4x+16 -4 O)xt+5x+1 +1=2x
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W-3+/3x+9 =x-6 WT+)/x+6 =13 -x
w)x:l/45x+10 -8 X)x+[/x+4 =2x-2
y)x+l/3x+4 =8 z)9+[/6x+4 =x+17
2. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)xl/Z -VYx+1 =0 b)x+l/;:6

OVx+10 —x=-2 Df2x+3 +5=x-1
o) /dx +8 —2-4x=0 n)ax -1 = 2z

g/ x -7 +[/; :———T-z-—l—---
I/x~7

h/x+1l + —————=|/x+6
4 2 /

l/x+l
i) |/ log,(x + 3) =1
j*)logg(x—|/x— | ) :—;

3. El periodo para una oscilacion completa de un péndulo esta dado por la formula

l
T =2n I / — (g=10 m/s?) donde el periodo Tes el tiempo en segundos, / la lon-
g

gitud en metros del péndulo y g la aceleracion de la gravedad. Determina la longi-
tud de un péndulo que da una oscilacion completa en un segundo.

Funciones potenciales
12. Repaso y profundizacion

Uno de los conceptos matematicos mas importantes es el de funcidn. En cursos
anteriores estudiaste la funcion lineal f(x) = mx + n, la funcién cuadratica
flx) = ax? + bx + ¢y la funcion de proporcionalidad inversa f(x) = x'. En cada
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una de ellas se establece una correspondencia entre los elementos de R de forma tal
que a cada x del dominio (x € R) le hacemos corresponder uno y solo un elemento
imagen y de R; (R—R).

Los graficos de estas funciones puedes encontrarlos en el Memento ( punto 18),

La correspondencia la podemos representar por un conjunto de pares ordenados
(x ; y). El conjunto X de valores que puede tomar la primera componente x del par
se denomina dominio de la funcion y el conjunto de valores que puede tomar la se-
gunda componente y se llama imagen de la funcion. Se acostumbra a escribir
f: X—Y y se lee ““fes una funcion de X en Y.

Definicién 1

Una funcion f: X—Y es un conjunto de pares ordenados (x ; y) tal que cada
x € X aparece como la primera coordenada de solo un par ordenado.

Son funciones los siguientes conjuntos de pares ordenados:

a) f; = {(0;1), (1;1), (0,5;2), (-1;0), (-2; -3)}
cuyo dominio es X = {0; 1; 0,5; -1; -2}
y suimagen Y = {- 3;0; 1; 2|. La representacion gra-
fica de esta funcién se muestra en la figura 2.1.

b) f; = {(=4;-1), (=3;0), (-2:1), (-1,2), (0;2), (1;2), (2;3), (3;2)}
cuyo dominio es X = {-4; -3;-2; -1, 0; 1; 2; 3} y su imagen Y = {~1; 0; 1; 2; 3}.
La representacion grafica de esta funcion se muestra en la figura 2.2.

el S )
N —— e

wl————— e
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Ofi={x;»:y=x xeR}
La representacion grafica de esta funcion se muestra en la figura 2.3.

dfy=1{x;»:y=x xR}
La representacion grafica de esta funcion se muestra en la figura 2.4.

d
} O

Fig. 2.3 Fig. 2.4

Observa que si trazamos una recta vertical (paralela el eje y) por cada punto del
grafico, esta contiene uno y solo un punto de la funcion.
No son funciones:

a) f = {(-2;1), (=1;1), (-152), (0;4), (1;3), (2;2), (3;1)}
pues los pares ordenados (~1;2) y (-1;1) tienen la misma coordenada x = -1.

iy

1

b) El conjunto de pares ordenados que
se muestra en la figura 2.5 no es una
funcion; si trazamos una paralela al -1 1
eje y, esta corta al grafico en dos pun- 0 x
tos.

N—

-1

Fig. 2.5

1
Las funciones estudiadas fi(x) = mx + n, f)(x) = x2, fy(x) = — las podemos
x

expresar segun la definicion | como:

a)fi=4{x;y) :y=mx+n xeR|
b)f={x;y) :y=x*, xeR]
O fy={x;y :y=x" xeR*

También estudiaste el efecto que se produce en la grafica de una funcion si su
ecuacion se multiplica por un factor o si se le suma un nimero; esto se resume en
la figura 2.6.
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y=af(x) y=f(x)+c y=f(x+0b)
a>1 O<a<l c>0 c<0
b) y / ) d) Y y=fx
/y”“’ y=f) e
y=f(x) 01 x
0 X
/
yearn) )/
Y=l // )V Y= +c
e) . f) g h)y i) Doy
) v=a/(x) Y yfl) ez =/
) / 7 L g
y=/(x)
y=f(x h——
y=sf » =/
0 x 0 v-orw 0 x y=S@ee | T Foé_? 0 b-7xet) x
se traslada en el eje se traslada en el eje x
se dilata se contrae

hacia arriba

hacia abajo

hacia la izquierda

hacia la derecha

Fig. 2.6

Representa graficamente las funciones:

a)y = - x?

b) y = x* - 4

y analiza dominio, imagen, ceros, monotonia y paridad de la funcién del inciso b.

Resolucion

a) Fig. 2.7
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b) Fig. 2.8 M) Dominio: R
Imagen: y=>- 4
\ - ./

creciente: para x=>0

Y

Monotonia: ; ]
decreciente: para x<<0

Ceros: x; = - 2; x, = 2
Paridad: par (es simétrica respecto al
eje y). B

Fig. 2.8

Funcidén inyectiva

Definicion 2

Una funcion es inyectiva si para dos valores iguales de la imagen le correspon-
den valores iguales del dominio.

En simbolos: flx,) = flx,) entonces x, = x,.
Los siguientes graficos y diagramas representan funciones inyectivas (fig. 2.9).

O (Y L
° :: ) : /0 Y
o) TRy
a) b) c)

Fig. 2.9

Observa en la figura 2.9 que si trazamos rectas horizontales (paralelas al eje x)
estas cortan al grafico de la funcion inyectiva en un solo punto. No son inyectivas
las funciones que se répresentan en la figura 2.10.

Observa en la figura 2.10b que si trazamos rectas horizontales, algunas cortan al
grafico de la funcidon en mas de un punto, esto quiere decir que a un valor de la ima-
gen le corresponde mas de un valor en el dominio.
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|

b)

Fig. 2.10

Ejercicios (epigrafe 12)

1. Escribe como conjunto de pares ordenados las siguientes funciones:
a) A cada numero real se le hace corresponder su duplo.
b) A cada numero real se le hace corresponder su duplo aumentado en 5.
¢) A cada numero real se le hace corresponder su cuadrado disminuido en 2.
d) A cada numero real se le hace corresponder su mitad disminuida en 6.
e) A cada numero real se le hace corresponder su cuadrado disminuido en su du-

plo.
f) A cada numero real distinto de cero se le hace corresponder su reciproco dis-

minuido en 10.

g) A cada numero real distinto de cero se le hace corresponder el duplo de su
reciproco.

h) A cada numero real distinto de cero se le hace corresponder el duplo de su reci-
proco aumentado en su triplo.

2. Representa graficamente, a partir de la grafica de la funcion y = x?, las funciones
siguientes y analiza sus propiedades:

a) flx) = 3x? b) glx) = —i— x? c) px) = x* + 2,5
d) g(x) = x2 - 3 e) mx) = (x +2)2 ) plx) = (x - 4)?
g h(x) = (x - 1,5)* - 3,5 h) kx) = (x - 2)2 + 2.5

3. Determina cuales de las representaciones graficas de la figura 2.11 son funciones
y de ellas cuales son inyectivas. |
y

TN\

-0 0 x

b) c)
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e)

1)

Fig. 2.11

13. Estudio de la funcion y = x°

24

f)

“

La correspondencia que a cada numero real le asocia su cubo es una funcion; ex-

presada como conjunto de pares ordenados seria:

f=1ix;y) :y=xxeR}

Veamos una tabla de algunos valores de esta funcion:

x| - 2,5

- 1,51 -1

- 05

0,5

2,5

y| - 15,6

-34] -1

- 0,125

0,125

15,6

Al representar estos pares ordenados en un sistema de coordenadas se obtiene
una grafica como la que se muestra en la figura 2.12.
Si aumentamos el namero de puntos obtenemos una idea cada vez mas aproxi-
mada de la grafica de la funcion. Si consideramos todas las x € R obtenemos el gra-

fico de esta funcidon como muestra la figura 2.13.

En esta figura se aprecian algunas propiedades como:

Dominio: R.
Imagen: R.

Monotonia: Creciente en todo su dominio.

Cero: tiene un unico cero en x_ = 0.

Paridad: impar.
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y=x

34 ——’

Fig. 2.12 Fig. 2.13

Observa que:

a) El dominio y la imagen de esta funcion es R porque las proyecciones del grafico
ocupan todo el eje x y el eje y respectivamente.

b) La funcidon es mondtona creciente en todo su dominio porque a medida que cre-
cen los valores del dominio van creciendo los valores de la imagen.
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c) La funcion tiene un solo cero porque el grafico corta en un solo punto al eje x.
d) Como el grafico es simétrico con respecto al origen de coordenadas la funcion es

impar.
La paridad de esta funcion se expresa simbolicamente como
= x) = - fix)

lo cual se nota en los valores de la tabla

A =1 } luego fl-1) = - A1)

-1 =-1
f2) =8 _
PEPTR } luego fl-2) = - fl2)

Ejercicios (epigrafe 13)

1. Determina si los siguientes puntos pertenecen’ al grafico de la funcién y = x3.

2) A2:8), C (3,9), EC- 4 64), 6 (2 . -21), 1(2 ; 125) K(-2:7)
4 o4 3

b) B (- 3;- 27)0(——) (2 4) -—-—12275),1(6;216),

L .10)
4

2. Determina en cada caso el valor de a si sabemos que los pares ordenados siguien-
tes son puntos del grafico de la funcion y = x3.

a) (a;27) b) (2,5;a) c) \a; 1 )
3
d) (/S;a) e) a,-—@,—-) f) (———-a
3
g (/%:a) b (@ 2

3. Si sabemos que la funcién y = x* es una funcion impar, determina el par orde-
nado que es simétrico a:

a) (2;8) b) (- 1;,-1) ¢) (0,0)
3
d) (- 3 - 27) o (L1 0(+i—
3 3 4 64
g) (x4 x®) h) (@ - 1;(a - 1))
4. Dadas las siguientes funciones calcula sus ceros y represéntalas graficamente.
a) flx) = 8x b)) = - X
gx) = x* - 1 4
po) = (x - 20 gx) = % + 2

px) = (x + 4)° -
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5. De las funciones siguientes analiza: dominio, imagen, monotonia, ceros y haz su
representacion grafica.

a) flx) =x3 -8 b) fix) =x3+ 5
glx) = (x - 4)° gx) =(x + 1)
Alx) = (x + 2) + 3 h(x) = (x - 5P -3

6. Los graficos de la figura 2.14 corresponden a funciones del tipo
fix) = (x + b)? + c. Escribe la ecuacion que le corresponde a cada caso.

,V“ y]

v

-3 ’

A |

[

-8

a) b) c)
Fig. 2.14

7. Determina los valores by c de la ecuacion y = (x + b)® + csiel grafico de la fun-
cion contiene a los puntos:

a) (-b;2) y (1;—6) b) (0;0) y (—2;—8)
c) (0;:-1) y (1:6) d) (0;123) y (-4:-1)
e) (3;5) y (57) f) (-b:b) y (3;-1)

14. Funcion inversa. Interpretacion grdfica

Consideremos la funcidn f: A—B inyectiva segun muestra la figura 2.15a (4 y B
son subconjuntos de R).

Fig. 2.15
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Recuerda que en una funcién inyectiva un elemento no puede ser imagen de dos
elementos diferentes del dominio (a cada elemento de la imagen llega una sola fle-
cha).

Si b = fla) y b = fla,) entonces fla,) = fla,)
y a, = a, por ser f inyectiva.

Luego, por ser finyectiva tenemos que a cada elemento del conjunto Im fle po-
demos hacer corresponder uno y solo un elemento del conjunto Dom f, determinan-
dose asi una nueva funcion que denotaremos f':Im f— Dom f (fig. 2.15b) también
inyectiva y que llamaremos funcion inversa de f.

Si fes una funcion inyectiva con dominio 4 e imagen B, entonces la funcion
inversa f ! tiene dominio B e imagen 4 y se define por:
S7'(») = x si flx) = y para todo y € B.

La funcién f (fig.2.15a) esta definida por los pares ordenados:

f = {(La), (2;b), (3;c), (4;d)} y su inversa (fig. 2.15b) por
7= a)), (b;2), (¢;3), (d;4)\.

Como puedes notar, los pares ordenados de una funcidn y su inversa intercam-
bian sus coordenadas y por lo tanto sus graficos son simétricos respecto a la rec-
ta y = x (fig. 2.16).

7|
4 .
AN //
; o
NN
d 2 ° /<\ \o
c \>< \.
b1t e / o
DN
as /\.
0a 1 ¢ 2 3 4 x
79 b d
Fig. 2.16
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1. La funcion y = x* es inyectiva; si trazamos paralelas al eje x, cada una

corta al grafico en un punto, luego tiene una funciéon inversa que es y = %c (de
dominio R) la cual se obtiene reflejando la funcién en la recta y = x (fig. 2.17).

Fig. 2.17

2. La funcién f de la figura 2.18 no es inyectiva ya que como muestra el grafico,
para un mismo punto de la imagen (y,) se obtienen varios valores distintos en
el dominio.(x,, x, y x;) luego esta funcién no tiene inversa; si la reflejamos en
la recta y = x el grafico que se obtiene no corresponde al grafico de una funcién.

7

Yo=£(x) =f(x;) =f(x3)

|

Fig. 2.18

Resumiendo:

Para decidir si una funcion tiene inversa es necesario determinar previamente
si dicha funcion es inyectiva.
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Ejercicios (epigrafe 14)

1. Dados los graficos de las funciones representadas en la figura 2.19, analiza si se
puede determinar la funcién inversa. Fundamenta.

v |

y=2x+3

ol |
« |

-1,5 0
a) b)

c) )

y=senx / /-\ y=cos x /\

TO \/ ] N O \/ -

e) f)
Fig. 2.19

. Representa graficamente las funciones siguientes y si es posible obtén el grafico
de su funcion inversa. Fundamenta en todos los casos tus respuestas.

a) flx) =5 - 4x b) g(x) = (x + 1)?
c)f(x)=—l (xz0) d) g(x) = x* -2

x
O hx) = xt+3 (x>0 g0 =/x+2
g) p(x) = (x - 3) h) fix) =(x -2)?* (x=0)
i) hx) = x> + 1
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15. Estudio de la funcion y = Vx

Si quisiéramos determinar la funcion inversa de la funcion flx) = x2, nos encon-
trariamos con la dificultad que esta no es inyectiva (fig. 2.20a), pues para un mismo
valor de la imagen y, obtenemos dos valores distintos del dominio: x, y —x,. Por eso
para obtener una funcidn inyectiva basta considerar en el dominio solo a los valores
de x > 0 (fig. 2.20b).

4

=x |
F(x) =% Y WA P
(x>0) y=x
' Yo | Yo | /
| | |
| | | d
| I 7
| ’ | 4%
| Lo | 4 -
- 0 Xo x 0 X x / x
a) b) c)
Fig. 2.20

Esto significa que si limitamos el dominio de la funcion en la forma indicada para
un solo valor de la imagen (y,) se tiene un unico valor del dominio (x,) por lo que
la funcidn obtenida es inyectiva y tiene inversa. Si el grafico lo reflejamos en la recta
y = x obtenemos el grafico de la funcién inversa (fig. 2.20c).

Los pares ordenados de la funcion y = x? tienen la forma (x, ; x3) y los de la in-
versa serian (x? ; x,), en estos pares la segunda componente x, es la raiz cuadrada
de la primera x2, luego si denotamos la primera componente por x{x > 0) entonces
la segunda seria |/ x obteniéndose el par (x ;/x) para la funcién inversa, por tanto su
ecuacion seria:

f(x) =Vx con(x>=0)

El grafico de esta funcion (y = [/x) se muestra en la figura 2.21.

y=Vx

Fig. 2.21
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Las propiedades de la funcion y = V/x son:

Dominio: x = 0 La proyeccion del grafico cubre el semieje positivo
de las “‘x".

Imagen: y = 0 La proyeccion del grafico cubre el semieje positivo
de las *‘'y".

Cero: x = 0 En este punto la grafica corta al eje “‘x".

Monotonia: Creciente A medida que crecen los valores del dominio van
en todo su dominio. creciendo los valores de la imagen.

Ejercicios (epigrafe 15)

1. Determina si los siguientes puntos pertenecen al grafico de la funcion y = Vx.

a) A(4;2), B(—; 12_2—) C(5:2), D(% ; —;- ). E(—‘S‘- —2%_5-) F(9:4)
v 6 (5 —‘/_23—) H(16:4), 10,25;0.5), .I(—Z— : 1—3_63) K(0,36:0,7), L(8;2.9)

. Representa graficamente las siguientes funciones y calcula su cero.

a) flx) = Vx b) glx) = Vx + 3

c)p(x)zl/x+l d)g(x)=2l/x+7

e) kx) =|/x+3 -2 f)h(x)zl/x—4 +5

. De las funciones siguientes analiza: dominio, imagen, monotonia, ceros y repre-
séntalas graficamente.

a) flx) = —l/x b) gx) =)/ x + 8

0 n(x =3 /x & meo = x +4
e)px) =)/x+2 -3 f)q(x)=—;|/x—1 + 2

. De las funciones g, n, m y p del ejercicio 3 obtén el grafico de su funcidn inversa
reflejando en la recta y = x.

. Los graficos de la figura 2.22 corresponden a funciones del tipo

glx) = |/ x + b + c. Escribe la ecuacion que le corresponde a cada uno.
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a) b)

2
* |
o)

c) -~ d)
Fig. 2.22
Ejercicios del capitulo

1. Calcula:
3 4
a)-4|/27 b) |/ 24:78
4
o) /81 ¢ sic=2 d) 42 + 4712

e) (817 + 1612 — (3215 + 49) ns)/125 +6)/45
3 3 3

g4 l/32 -2 |25 w (Vs -1V3)

1) (372 _ 352)!/2 j) (92 _ 72)2/5

o (V10 -V20)’ D (V2 +1)

2. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones para los valores indicados

de la variable. Si lo crees conveniente multiplica previamente.

a) (a3/5 _ a—l/S + al/S)(aZ/S _ 2 _ a—Z/S) para a = 32

1
b) (2a1/3x2/3 + a2/3xl/3)(x4/3 + 2al/3 + 3a2/3 x2/3) para a = 8’ X = —

C) (x—3/4 y3/2 + 3x1/4 y) (x~5/4 yl/Z _ 3x43/4 _ x—l/4 y—l/2) para x = 3’ y = 6

d) (a—2/3 bl/2 + 2a—4/3 b - a—2b3/2)(3a2/3 b—1/2 +1 + a—2/3 b1/2) para a = 8, b =4
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3. Coloca en orden decreciente.

a) V10, V3, V2 b) V2, 16, V33
) V3. V7. V35 & Va. V3. V5. VT3

4
e) ]/a + b, ]/a2 + b (a>0; b>0)

4. Calcula las fracciones siguientes racionalizando previamente. Ultiliza la tabla para
los datos que necesites.

2 1
4 8
2+ V3 9 3-V5
1 5-V6
e) ———————ﬂ ~73 f) 3%
) V3412  V2-VS
V3 - V2 V2 + V5

5. Calcula. Considera positivas todas las variables y expresiones que aparecen.

a)l/a_3 - 2(1]4/:2 + 3af/a_3 - f/aT
b) 2 l/m’n - ]/9m’n + l/l6mn2 - [/4mn2

c) 5m f/(m - n?} + l/(m - n3 + ni/(m - 'n)?

d)2|/ a*x + 3a'y —a’]/gx+27y +l/25a‘x+75a‘y
3 3T 3 —
e)|/—]— +l/—l———L+l/a‘
a a2 3 _
Va
l—l/4a+4 +(a+l)|/ a
+ 1
g)4x -—-—9 |/ +ax|/
1
+(2a—2b)|/
a-»b

f) 3a

h) (a - b) (a +0b)

12b2 a4 b’

360 b

___”_
3
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j) : +a

V-1 Vasl -3V x-Ditxs 1y

2
c)
a2+]/a«l
a-Va
e) ————
a+ Va

Vax + Vay + Vbx + Vby
Va + Vb

g)

Wx + Vy)? - 4 Vxy
X+ y

i)

k)

xt -2 -
x

x2+ 2
Vxr -2 +x?+2

f)

h)

i)

1

d) _—
Va (Va + 2)

Vax - Vbx
Va + Vb
= 3
[/z -6 [/27x"y3z
1 - 18x%

Vo

x W

7. Halla el valor de las siguientes expresiones:

a) log,4 + log,81 + log,64 - logs216
b) log,64 - log,l - log,9 + log,,121
c) log,81 - log,! 024 + log,4 096
d) log,256 + logs625 — log,243

e) ( log,16 + logs125 — log,64 )?

log,, 25 - log,27

I-log0~5 (—; ) + log,81

f)
L log,128 - log,16
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8. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)l/5x+l -4=0

o) [/6x +3 =)10x - 1

c)l/x2+2x+l =9 -x

d)x+2|/x—l -4=0

1 + )/x -1
e) —mm—— = -3

I - x -1

Dlx «/x+s = 4L
Vx

g) 2x = 3 =2/x-2 +1
x -2
h)|/3+x +|/;=—6—
3+ x
DVsx -7 - —222 o+ 3

//2x + 3

. Determina cuales de las siguientes correspondencias son funciones y exprésalas

como conjunto de pares ordenados.

a) A cada madre le corresponden sus hijos.

b) A cada nimero real no negativo se le hacen corresponder sus raices cuadradas.

c) A cada numero entero se le hace corresponder su cuadrado disminuido en su
duplo.

d) A cada numero real distinto de cero se le hace corresponder el cubo de su reci-
proco aumentado en su cuadrado.

e) A cada numero real se le hace corresponder su cuadrado aumentado en su tri-
plo disminuido en seis.

f) A cada numero real no negativo se le hace corresponder su raiz cuadrada dis-
minuida en tres.

g) A cada numero real positivo se le hace corresponder su logaritmo en base dos.

10. De las graficas y diagramas de la figura 2.23, di cuales representan una funcion
y de ellas cuales son inyectivas.
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(21 (P e
° . ° /W
| Lot o//—VO g *
o 7
e ° ° Y °
°
) ° L d [ ]
.
° ° ' . 'Y
a) b) c)
v A
v | 'Y | L~
L’}
&
_— ; -
S o
- 0 x
0 x
d) e) f)
Fig. 2.23

11. Determina cuales de los graficos siguientes representan funciones inyectivas, en
los casos posibles obtén el grafico de la inversa (fig. 2.24).

q | 7§
g

/ !

xv

a) b) c)

Fig. 2.24

12. Determina la funcion inversa de cada una de las funciones siguientes:

a) f, = {(—2; - % ). 15 -2, (o, % )}

b) f, = {(0; 2), (1; 3), (3: 11), (4 18)}
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0 fy = {230, 10, (- 15 =5, 0, 0)

d) £, = {(0; -1), (1;0), (8;1), (27;2)}
e) f; = {(1; 2), (2, 4), (3; 6), (4; 8), (5; 10)}
) fi=1{(a b)), (cd), (ef)(h i), (j k)|

- 3_

13. Traza los graficos de las siguientes funciones y = Vx; y = V/x y refléjalas en el
eje de las x. Indica las ecuaciones, dominio e imagen de las funciones obtenidas
por reflexion.

14. Determina el dominio de definicion de las funciones siguientes:

3
a) flx) = l/3x +5 b*) g(x) = l/2x -3
3
c)plx) = |/x? - x d*) q(x) = l/x2 - 2x
e)k(x)=l/x’—l6 f)m(x)zl/x2+6x+9
g)n(x)zl/x’— x - 12 h)h(x)=l/-xz—‘-4x—+—3
x

15. De los pares ordenados siguientes determina a cudles de las funciones flx) = x2,

gx) = x3 h(x) = Vx, p (x) = 13/;c pertenecen:

a) (1; 1) b) (1; 2) c)(3;9)

d) (0,2; 0,008) e) V2 f/i] f) (16; 2/2)
g (V3 V2] b V3 V2] %)
j) (3; 27) k) (2;7) D (-1;-1)

16. Representa graficamente las siguientes funciones:

fix) = alx + b + ¢, glx) =al/x+b +c,

p(x) = a (x + b)? + ¢y analiza en cada caso sus propiedades si:
a)a=1;b=0,c=0 b)a=1;b=-2,¢=0
Ada=1;b=-3;¢=0 da=1;b=4,¢c=0

ela=1;b=0,c=1,5 la=1,b=0;,¢c=-3,5
gla=2b=0,¢c=0 hha=3b=1,c=0

)a=1,b=2,¢c=3 Ja=1,b=-2;¢c=-3
Kla=1,b=3¢c=-1 Da=1;b=-4,¢c=2
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«Coémo surge la trigonometria?

La trigonometria (del griego trigdnom tridngulo; metros medida) tuvo sus orige-
nes en Grecia y Egipto.

Una mirada retrospectiva para hallar sus origenes nos conduce hasta el siglo II.
En este siglo el matematico Hiparco, nacido en Nicea, Asia Menor y considerado el
mas destacado de los astronomos griegos, inicia el uso de una tabla de cuerdas de
la circunferencia que en cierto modo equivalia a una tabla rudimentaria de valores
del seno.

En su astronomia, Hiparco habia introducido la division sexagesimal de los ba-
bilonios y Claudio Ptolomeo solo unos pocos aflos mas tarde continua el uso de esta
division, y en su obra el Almagesto, también del siglo II, calcula una tabla de cuer-
das y llega a expresiones en las que si se cambia la palabra ‘‘cuerda’ por ‘‘doble del
seno del arco mitad’’ podrian obtenerse algunas de las féormulas de nuestra actual tri-
gonometria.

En el siglo IV una obra hindu va mucho mas alla de la trigonometria griega y
presentd con una mayor precision una tabla de valores del seno.

La trigonometria hindu es adaptada y desarrollada por los arabes y ya en el siglo
IX el astronomo Al Battani usa, ademas del seno, la tangente y la cotangente y da
un paso importante al aplicar, en cierto modo, el algebra a la trigonometria.

El primer texto arabe en el que aparece la trigonometria como una ciencia inde-
pendiente se debe al astronomo persa Nassir-eddin (1201-1274).

Después que los arabes penetran en Europa y difunden sus conocimientos ma-
tematicos, se publica el primer tratado de trigonometria escrita en 1464 en latin. Su
autor fue el matematico aleman J. Miiller y en su obra demuestra de una forma sen-
cilla y elegante el Teorema de los senos.

El importante desarrollo que Francois Vieta (1540-1603) ha logrado con el alge-
bra simbdlica le permite aplicar esta de modo sistematico a la trigonometria y llega
asi a obtener, por procedimientos algebraicos, casi todas las identidades fundamen-
tales de la actual trigonometria, dando de este modo el paso definitivo hacia nuestra
presente trigonometria elemental, parte de la cual vas a aprender en este grado.
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CAPITULO

Funciones trigonométricas

Razones trigonométricas

1. Razones trigonométricas de un dngulo agudo

En los grados anteriores has estudiado relaciones entre los lados de un triangulo rec-
tangulo (como el teorema de Pitagoras, por ejemplo) y también entre sus angulos.

Ademas de estas relaciones, existen otras entre lados y angulos, que se expresan
mediante las razones trigonométricas: seno, coseno y tangente.

Definiciéon 1

Sea a un angulo agudo de vértice 4 en un triangulo rectangulo ABC (fig. 3.1),
sean a y b los catetos y ¢ la hipotenusa, se llama:

, a
seno de a y se denota sen a a la razon — , entre el cateto opuesto a a y la

. c
hipotenusa.

. . b
coseno de a y se denota cos a a la razon — , entre el cateto adyacente a «

. c
y la hipotenusa.

tangente de a y se denota tan a a la razéon % , entre el cateto opuesto y el
adyacente a dicho angulo.

sén a

COS a

ales als
£~

tan a

SHEN
-
&
w
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Esquematicamente las razones trigonométricas se pueden recordar en la forma:

cat. opuesto cat.adyacente cat.opuesto
-—————— coseno: —————— tangente: ——mMmm———

hipotenusa hipotenusa cat.adyacente

se€no:

Como la hipotenusa es mayor que los catetos, de las definiciones anteriores re-
sulta:

liena<1;cosa<l

Las razones trigonométricas definidas no dependen del triangulo rectangulo ele-
gido, son las mismas para todos los angulos que tienen la misma amplitud.

Teorema 1

Si ABCy A'B'C' son dos triangulos rectangulos en Cy C', tales que a = o', en-
tonces:

sen @ = sen «'; COs @ = cos a'; tan a = tan o'

Demostracion

De la condicion a = o'y v = ' se deduce que los triangulos ABCy A'B'C ' son

semejantes, luego ;" = b - < (fig. 3.2)
a b' c
c
a Y
A b
De aqui resulta: 4 = -L; b = —--[-7_-; a4 -4
c c c c b b

y esto implica:

sen « = sen a'; COs @ = cos a'; tan a = tan a' como se queria.l
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| Ejemplo 1 l

Traza un tridngulo con un dngulo a = 30°, mide sus lados y calcula las razones
trigonométricas de a.

Resolucion
Trazamos el triangulo como se indica en la figura 3.3; al medir sus lados obtenemos:

a=30cm; b=52cm;c=26,0cm.

Luego, sen a = —?; = 0,50 A
cos a = -—iz— = 0,87
6
tan o = —5——2—— = 0,58.8 3
4 C

Fig. 3.3

Los resultados obtenidos en el ejemplo anterior son valores aproximados; con
medidas mas precisas pueden obtenerse con mayor numero de cifras correctas'.
Como resultado del teorema | vemos que es posible escribir

sen 30° = 0,50; cos 30° = 0,87; tan 30° = 0,58

En lo que sigue escribiremos indistintamente las razones trigonométricas de un
angulo o de una cantidad de amplitud. Como hemos visto, esto no da lugar a con-
fusiones.

También es consecuencia del teorema 1 que el angulo esta determinado por una
de sus razones trigonomeétricas pues si las razones son iguales los triangulos son se-
mejantes y los angulos coinciden.

| Ejemplo 2 I

Si sen a = % , calcula cos a y tan «a.

Resolucion

Como solo nos interesan razones entre lados, podemos trabajar en cualquier
triangulo rectangulo en el que la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa sea

% . En un triangulo ABC en el que:a = 1; ¢ = 3; se tiene
b=Vcr-a =)3-12 =)9-1 =3

1 En general (con pocas excepciones) las razones trigonométricas son numeros irracionales y no pueden
representarse exactamente mediante expresiones decimales.
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entonces,cos:z:—‘{-8—=_2.‘/_2ytana____1_= L _ V2
3 3 V8 w2 4

Observa que conocido el seno hemos determinado univocamente el angulo.

Ejercicios (epigrafe 1)

1. En un triangulo ABC rectangulo en C los catetos a y b miden respectivamente:

a) 3,00 cm y 4,00 cm b) 9,40 cm y 10,0 cm
c) 0,20 dm'y 10 cm d 1,41 cmy 1,00 cm

Determina las razones trigonométricas de los angulos agudos a y f.

2. En un tridngulo ABC rectangulo en A4 se tienea = 13 cm y ¢ = 12 cm. Calcula
las razones trigonométricas de sus angulos agudos.

3. La medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo isOsceles ABC
(<A = 90°) es 2. Calcula las razones trigonomeétricas de f.

4. Sean a y [ las amplitudes de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo ABC
(y = 90°).

a) Si sen a = 3/95; calcula cos a, tan a y sen f.
b) Si cos § = 12/13; calcula sen §, tan f y cos a.
¢) Si tan a = 4/3; calcula sen a, cos a, sen § y cos .

d) Si tan § = 1; calcula sen 8, cos § y tan a.

5. Construye el angulo agudo a, tal que:
a)sena = 1/2 b) cos a = 4/5 ¢) tan a = 3/4.

6. Dado sen a = 5/13, construye el angulo a y halla cos a y tan a.

7. Dado cos f

3/4; construye el angulo f§ y halla sen § y tan £.
8. Si tan y = 3, construye el angulo y y halla sen y y cos y.

9. En un triangulo ABC rectangulo en 4, tan y = 4 % . Calcula: sen y, cos v,

sen f, cos f y tan §.

10. Halla la longitud de la hipotenusa de un triangulo ABC rectangulo en 4 sabiendo
quecos y=4/5y b =16 cm.

11. En un triangulo ABC rectangulo en C,sen f = 4/5 y b = 40 cm. Halla la lon-
gitud de la hipotenusa del triangulo y los valores de cos f y tan a.

1 Cuando las razones trigonométricas se expresen en esta forma, como cociente de dos enteros, se trata
de un ejercicio no relacionado con la practica y asumimos que el valor dado es exacto. Por eso la res-
puesta se expresa sin aproximar.
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12. Sitan a = 2 —;— y 0°<a< 90°, calcula sen a y cos a.

13. Sea ABC rectanguloen 4,sen y = 5/6 y a = 18 cm. Calcula la longitud del ca-
teto b, cos f y tan v.

14. En A ABC rectanguloen C,a = 30°y b = 3,0 cm. Calcula la longitud de la hi-
potenusa.

15. En A ABC rectangulo en C, a = 45° y ¢ = 4,0 cm. Halla la longitud de los ca-
tetos y el valor de sen f, cos f y tan .

16. Demuestra que en un triangulo ABC rectangulo en C se cumple:

sen (y - f8) b) cos a = cos (y - f)
tan (y — f)

a) sen a
c) tan «

2. Angulos notables

Existen algunos angulos cuyas razones trigonomeétricas son sencillas y aparecen
con mucha frecuencia en la practica por lo que es conveniente memorizarlas; son los
llamados ‘‘angulos notables™ y sus razones trigonométricas se calculan en los si-
guientes teoremas.

Teorema 1

Si un triangulo rectangulo tiene un angulo agudo de 30° el cateto opuesto a ese
angulo es la mitad de la hipotenusa.

Demostracion

Sea ABC un triangulo rectangulo en Cen el cual @ = 30° y tracemos CD de forma
tal que <t DCB = 60°, entonces < DCA = 30° (fig. 3.4).

B

Fig. 3.4

El triangulo BCD es equilatero (angulos interio-
res de 60°) y por tanto a = BD = DC. Ademas,
el triangulo ACD es isOsceles y enfonces
AD = DC( = a).

De aqui resulta

c=AD+ DB=a+a=2a 1
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Teorema 2

Se cumple:

a) sen 300 = i ;COS 300 = —‘_/-1’ tan 300 = _‘/_2_
2 2 3

b) sen 60° = —V—;—; cos 60° = —;- ; tan 60° = V3

c) sen 45° = %2—; cos 45° = -—l%—; tan 45° = 1

Demostracion
En el triangulo ABC (fig. 3.5)

tenemosczZayb:]/cz—a2 =l/4a2—a2 =l/3a2 =V3-.a

B
c=2a 60°
30
4 c
Fig. 3.5
Entonces:
a)sen30°=senoz=—-g—=—1 b) sen 60° = sen 8 =
2a 2
cos 30° = cos a = 1/3a=£ cos 60° = cos f =
2a 2
tan 30° = tan @ = —— = ﬁ tan 60° = tanf =
V3 a 3

c) Sea ABC un triangulo rectangulo isdsceles, es decir, sus
angulos agudos son iguales y a = b (fig. 3.6). Se tiene:

c:l/a2+b2 :l/a2+a2 =l2a* =V2-a

luego sen 45° = sen a = —= = —
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cos 45° = cos a = = —

tan 45°

sen 30° + cos 60°
tan 60° . tan 30°

tanoa:£ =1.1
a

a) Calcula

b) Una fuerza de 20,0 N forma un angulo de 45,0° con la horizontal. Calcula sus
componentes horizontal y vertical.
¢) En un tridangulo rectdnguloen C, b = 3,8 cmy ¢ = 7,6 cm. Calcula el 4ngu-

lo a.

Resolucion 1 1
— + —
a) sen 30° + cos 60° _ 2 2 _ 1 -1
tan 60° . tan 30° V3. J/_j_ i
3 3

b) En este caso se trata de valores tomados de la practica con 3 cifras, luego el re-
sultado tendra 3 cifras.
En la figura 3.7 se tiene:

cos 45° = F ; sen 45° = —F-V—
| F| |F|

Luego, F, = |F| cos 45° = 20 —V% = 10Y2 = 141

&

F, = |F|sen 45° = 20 —V—;— =102 = 14,1

Las componentes son ambas de 14,1 N.

Fig. 3.7

c) En este caso son datos que representan valores de la practica con solo 2 cifras
correctas, la respuesta debe darse con dos cifras significativas.
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En la figura 3.8 se aprecia “ 8

cos a = i = 0,50,

L}

del teorema 2

inferimos que a = 60°. 1

Fig. 3.8

Las definiciones dadas hasta ahora no incluyen las razones trigonométricas de 0°
ni de 90°. Para incluirlas, consideremos la situacion que se ha representado en la fi-
gura 3.9. En ella se ha dibujado un sistema de coordenadas de modo que el vértice
A del triangulo ABC coincide con el origen y el eje *'x"" contiene al cateto b. En esas
condiciones las razones trigonomeétricas de a pueden expresarse utilizando las coor-
denadas (x; y) del vértice B:

sen g = ——2%——
]/x2+y2
x
COS @@ = ~———————
|/x2+y2
tan a = E4
x

Fig. 3.9

Observa que si el angulo a = 0°, el punto B estara en el eje “x™ si el angulo
a = 90°, el punto B estara en el eje “‘y’.
Estas consideraciones nos permiten ampliar las razones trigonométricas con los

siguientes valores notables:
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0 oy 1'

sen 0° = —m —— =0 sen 90° = =
l/;2+02 /02 + y?
cos 0° = X =1 cos90°=———9-———=0

I/ x* + 02 /02 + 2

o : )
tan 0° = 0 _ 0 tan 90°: ino definido!

x
Atenciéon: No es posible definir la tangente para 90° pues en ese caso x = 0 y

la division por cero no esta definida.

v o
Calcula: 1 + tan 45 sen 90°

cos 0° - sen 30° - cos 90°

Resolucion

Sustituyendo los valores obtenidos resulta:
1 + tan 45° - sen 90° 1 +1-1

=20

cos 0° . sen 30° - cos 90° i

|

I 1

2 2

En la siguiente tabla se resumen los valores de las razones trigonométricas de los
angulos notables.

o 0° 300 450 60° 90°
sen a 0 ...1_ .l/._z.. L3_ 1
2 2 2
cos «a 1 -V—3 -K—Z— 1 0
2 2 2
tan « 0 -1-/—32- 1 V3 -
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Puedes comprobar que en esta tabla se cumple para cada valor de a:

cos a = sen (90° — q) sen a = cos (90° - a)
0< sen a<1 0< cos ax1

Observa, ademas, que los valores del seno empiezan en 0 (para 0°) y crecen has-
ta 1 (para 90°), mientras que los del coseno empiezan en | y disminuyen hasta 0.

Estas relaciones se cumplen para todo angulo a.

Fijate que solo tienes que memorizar los valores del seno porque:

el coseno de un dngulo es el seno del d4ngulo complementario,
la tangente es el cociente del seno entre el coseno.

Ejercicios (epigrafe 2)

1. Halla el valor numérico de las siguientes expresiones:

a) sen 30° . cos 45° b) tan 45° — cos 30°
c) cos 30° + tan 60° d) sen 30° . cos 45° + tan 60°
sen 30° 1
e) +
cos 45° cos 45° . tan 45°
2 o
f) sen?30° + cos? 30° ' g) tan 60° - _cos” 457 cos 30°
sen?45°
o] 2 (o]
h) sen? 30 — 2 tan? 60° j Send3° __cos? 60
tan 60° sen 30°
2.Si4 =cos 60°y B = ——1— Calcula el valor de 24 - 3B.
cos 45°
3.Si M = sen 30°, N = cos 60°, P = tan 45°y Q = cos 30°.
M + 2N

Calcula el valor de ———-

P-Q
4. Sia = 30° b = 60°y c = 45° Halla el valor de las expresiones

senZa + cos b ]/ cosla + 2 sen a
—_—

cosc + 1 tan ¢ - 2/9

5. Comprueba que:
3+ V2

a) 2 sen 30° . cos 30° . tan 60° + sen 45° = >

1 La notacion sen? a se utiliza en lugar de (sen a)?; lo mismo es valido para cualquier potencia de las ra-
zones trigonomeétricas.
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2, 3cos30°-cos60° _ 412 + 3

b) =
cos 45° sen 60° 2
. S
c) _sen 30° cos 60° . tan 30° = M—
cos 45° 6

d) /3 tan 30° « cos 30° — sen 60° = 0

- — cos 30°
cos 60° _
e) =5+2V3
tan 45° - sen 60°
f) 2 sen? 60° + 3 cos 45° 1 = 3i
sen 45° cos? 30° 6
2 o, o
2) 3 cos 602 6(;::5 300 sen 60° = 0
sen
3 tan? 30°
cos? 45°
h) =3
- cos? 60°
sen? 60°
.. 4 cos? 30° . sen? 45° . tan 60° cos? 60° 1 +9V3
D " Tosen60c 48
0082 30° ) sen
-—;enz 300 — 2 cos? 45°

6. Una fuerza de 50,0 N forma un angulo de 60,0° con la horizontal. Calcula sus
componentes horizontal y vertical.

7. Una fuerza forma un angulo de 30,0° con la horizontal y su proyeccion vertical
es 15,3 N. Determina la fuerza y su proyeccion horizontal.

8. Calcula el valor de las siguientes expresiones:
a) 2 sen 90° - cos 0° + tan 45°

(o]
b) 3 tan 0° + _Sen 90° sen? 60° . cos 45°
4 3 cos 0°
o)
c) 2 sen 30 + I sen 0° — tan? 30°
cos 0° sen 90°

[ 2 o]
d) 2tan 0 _ l/ sen? 90 + tan 45°
cos 0° cos? 0° . sen 30°

9. Prueba que:
a) sen 90° + tan 0° - cos 0° = 1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1

tan 45° +

cos 0° 1
b) + =5
sen 90° - cos 60° cos 0° + sen 0°
2 450 , o o - V3
c)l/ sen? 45° . cos 0° + 1 N tan 0° cos 300 = 1 -3
2 sen 90° . tan? 60° 2 2

d)l/ cos? 0° + 3 tan 30° - sen 90°
1 + 3 tan 30°

Halla el valor de x en:

a) x + sen 30° — cos 60° = tan 30° + sen 90° + 2 cos 0°
b) 2x sen 45° . cos 30° = cos 60° - sen 30° — cos 90° . sen 0°.

Investiga en cada caso si los pares de angulos que corresponden a las amplitudes
indicadas son complementarios:

a) { 14, 76°) b) { 28,5% 51,5°) c¢){26,3° 64,7°} d){58,5% 31,59

Determina el angulo complementario de cada uno de los angulos siguientes:
a) 38,7° b) 54,8° c) 14,9° d) 45°

¢Cuales de los valores siguientes son iguales? Escribe las igualdades correspon-
dientes.

a) sen 35°; sen 60°; sen 42,3° cos 55° cos 44,7°; cos 30°

b) cos 75°; sen 15°; sen 29,7°; sen 60,3°; cos 60,3°; cos 59,3°

¢) sen 51°; sen 37°; cos 10,7°; sen 79,3°; cos 85°; cos 43°; sen 5°; cos 39°.

Determina una solucién de cada una de las ecuaciones siguientes:
a) sen 30° = cos a b) sen a = cos 37,5°

c) cos 15° = sen a d) cos a = sen 22,3°

e) sen x = cos 82,3° f) sen 17° = cos x

g) cos f = sen h) sen y = cos 0°

i) sen y = cos 37,1°

Simplifica:
o — .
a) sen x + cos (90° - x) b) 2 cos (90° - x) - sen x
’ sen? x
° _ .
c) 2 sen (90° - x) + sen x ) Sen (90° - x) - cos x 1
cos? x COS X

3. Identidades trigonométricas fundamentales

Las razones trigonométricas de un angulo estan relacionadas entre si por algunas

igualdades que se conocen como identidades trigonométricas fundamentales por las
numerosas aplicaciones que poseen y que es conveniente aprender de memoria.
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Teorema 1

Se cumple:

a) sen’a + cos?a = 1

b) tan o = Sena (a #90°)
cos a
c) 1 + tan?a = 1 (o #90°)
cosla

Demostracion

a) En todo triangulo rectangulo en C se cumple
a® + b* = ¢? (teorema de Pitagoras)
dividiendo toda la igualdad por c¢? obtenemos:

(% )2 + (% )2 =1 lo que significa:

sen?a + cos?a = 1 para 0<a<<90°
Para 0° y 90° se cumple sen?a + cos?a = 1 pues 02 + 12 = 1.
Entonces la igualdad es cierta para todo a, como se queria.

b) Sea ABC un triangulo rectangulo en C

a
sen a Cc
entonces: = = — = tan a.
COoSs a b
c
Sia=0,tan0=0=2 - Sen0
1 cos 0

c) Si a#90°, cos a0 y se puede dividir en ambos miembros de a) por cos?a con
lo que resulta:

(sena)2+1: 1

cos o cos’a
2 1
tan’a + 1 = ———; 0 1o que es lo niismo
cos’a
) 1
tan’a = -1. n
cos’a
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a) Transforma la siguiente expresiéon de modo que sé6lo contenga sen z y calcula

3
su valor para sen z = —

sen z . 1 + cos z

(z#0°)
1 + cos z sen z
_2 2
b) Simplifica: cosz 1 sen’z (z#0° z290°)
tan z sen z
Resolucion
a) Efectuando obtenemos:
senz  l+cosz _ sen?z + (1 + cos 2)?

1 + cos z sen z sen z + (1 + cos 2)

sen?z + 1 + 2cos z + cos’z
sen z - (1 + cos z)

como sen?z + cos?z = 1, resulta:

senz 1 +cosz _ 2 + 2cos z

2(1 + cos 2)
1 + cos z sen z

sen z - (1 + cos 2) sen z - (1 + cos 2)

como 1 + cos zz0, es posible simplificar y queda

senz 1 +cosz _ 2
1 + cos z sen z sen z
. 2 10
Sustituyendo resulta: —— = —3
5
b) Transformando la tangente, la expresion se convierte en
cos z 1 — 2sen’z _ cos z 1 - 2sen’z _ cos’z 1 - 2sen’z
tan z sen z sen z sen z sen z sen z
cos z
_ 1 - sen’z 1 - 2sen’z
sen z . senz
_ 1 —sen’z - 1 + 2sen’z _ sen’z
sen z sen z
cos z 1 - 2sen’z
- =senz. B
tan z sen z

Estas identidades fundamentales pueden ser utilizadas en la demostracion de
otras igualdades de validez general que también reciben el nombre de identidades.
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Prueba que:

a)(sena + cos a) =1+ 2 sen a + cos a
b) sen24 + sen24 - tan?4 = tan?4 (4 # 90°)

c)

— tan x - sen x = cos x (x#90°)

COS X

Resolucion

En general transformaremos el miembro izquierdo para obtener el derecho:
a) En este caso efectuamos:
sena + 2 sen a - COS a + cos’a

(sen?a + cos?a) + 2sen a + COS a
1 + 2sen a - cos a

(sen a + cos a)?

b) En este caso extraemos factor comun:

sen?4 + sen?d . tan?4 1

sen?d - (1 + tan24) = sen?4 .

cos4
sen 4 )?
L (=20A) g
cos A
¢) En este caso sustituimos tan x y calculamos:
| 1 sen x
— tan x - sen x = - . sén x
cos x cos X cos x
_ 1 sen’x _ 1 - sen’x
cos x cos X cos X
cosx
= ———— =cos x.0
Ccos X

Ejercicios (epigrafe 3)

1. Transforma las siguientes expresiones de modo que solo contengan la razon tri-
gonomeétrica que se indica y calcula su valor para el dato correspondiente.

1 1

a) + a#0° (sen a, dato sen a = 4/5)
1 + cos a 1 - cosa
1 + ta12
2 nla
p) —ana a#0°, 90°
1 + tan’a 1

(tan a, dato cos a = 5/13)
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2. Simplifica las siguientes expresiones tanto como sea posible.

a) L g L0854 #0° b) - tan’x x#90°
1 + cosa senla cosx
2
o 1  cos’a a7 00
sen’a sen’a
3. Prueba que se cumple: | )
a) cos?x - sen?x = 2 cos?x - 1 b) cos?a + cos’a - =
tana tanZa
cosx
c) sen’a + sen a + cos’a = sen a d) (1 ) sen’x = 1  (xz0°)
sen?x
e) (1 + tan%a) (1 - cos?a) = tan?a (a#90°)
! + L = 2 (a#90°)
1 + sena 1 -sena cos?a

- tan’x = 1 (x#90°)

cosx

b (—— + 1) + (tana_l) —— (ar90° az09)

i) (1 - sen x + cos x)? = 2(1 - sen x)(1 + cos x)

1

tan a

1 +
2 tan‘a
j) " iartla:Ia . ' = tan?a (a#0°, a#90°)
1
tan’a

k) (sen x + cos x)? + (sen x — cos x)? = 2

tan a + tan §
n
) - ‘ta“‘; (a #0°, az90° (B70°, B#90°
an
+ tan f
tan a

m) tan’a + L L + tan?f  (B#90° az0°)

cos?f cos’a

4. Demuestra que las siguientes igualdades son ciertas.
a) cos’x — sen’x = 1 - 2senx
1

b) tan a + ! = (a#0°, az90°)
tan a sen a + cos a

c) senx(1+tanx)+cosx(1+ L ): Sen x+cos X (x 20°, x #90°)
tan x COs x-sen x
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sen a 1 1

d) + = (a#0°, a#90°)
1 + cos a tan a sen a
e) 1 - tan%a = 2 - L (a#90°)
cos?a

4. Tablas trigonométricas

No siempre es posible calcular con angulos notables ni determinar las razones
como se hizo en el ejemplo 1 del epigrafe 1; es muy engorroso e inexacto. Por eso
en el trabajo con las razones trigonométricas se utilizan valores que han sido calcu-
lados y con suficiente precision.

En las paginas desde la 335 hasta la 338 aparecen las tablas con las que trabajare-
mos en décimo grado. En estas tablas se dan los valores de las razones con 4 cifras
correctas para los angulos de 0° a 90° con incremento de 0,1°.

Las tabias de las paginas 335 y 336 contienen los valores del seno y el coseno.
El valor de la razdn aparece en la interseccion de la fila que corresponde al niimero
de grados y la columna que corresponde a las décimas.

Cada valor corresponde al seno de un angulo y al coseno del angulo complemen-
tario; para el seno los grados aparecen en la columna del extremo izquierdo y crecen
de arriba hacia abajo, para el coseno los grados aparecen en la columna del extremo
derecho y crecen de abajo hacia arriba. En la tabla sélo aparecen las cifras decima-

les, la parte entera que es 0 para todos los valores se escribe unicamente en la co-
lumna que corresponde a 0 décimas (fig. 3.10).

seno
G 0 8| 2 6 N 8 9

0 | 0,0000 0,0017 0035 .. 0105 0122 0140 0157 0175 89
1 0,0175 0192 0209 . 0279 0297 0314 0332 0349 88
2 10,0349 0366 0384 .. 0454 0471 0488 0506 0523 87
3 | 00523 0541 0558 .. 0628 0645 0663 0680 0698 86
4 ] 0,0698 0715 0732 .. 0802 0819 0837 0854 0872 85
5 | 00872 0889 0906 .. 0976 0993 1011 1028 1045 84
6 | 0,1045 1063 1080 1149 1167 1184 1201 1219 83
7 | 0,1219 1236 1253 1323 1340 1357 1374 1392 82
39 | 0,6293 6307 6320 6374 6388 6401 6414 6428 50
40 | 0,6428 6441 6455 6508 6521 6534 6547 6561 49
4] 0,6561 6574 6587 6639 6652 6665 6678 6691 48
42 | 0,6691 6704 6717 6769 6782 6794 6807 6820 47
43 | 0,6820 6833 6845 .. 6896 6909 6921 6934 6947 46
44 | 0,6947 6959 6972 7022 7034 7046 7059 7071 45
9 8 4 3 2 8 0 G

coseno

Fig. 3.10
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Busca en la tabla:

a) sen 32° b) cos 35° ¢) sen 47,5° d) cos 59,3°

Resolucién

a) En la columna mas a la izquierda en la tabla encontramos la fila que comienza
por 32 y en la interseccion con la columna encabezada por ,0 encontramos el va-
lor buscado: 0,5299. Luego sen 32° = 0,5299 (fig. 3.11a).

b) En este caso se trata del coseno y debemos buscar 35 en la columna mas a la de-
recha en la tabla, no aparece en la primera pagina sino en la pagina 336 . En la in-
terseccion de esta fila con la columna en cuyo pie aparece ,0 encontramos el valor
buscado: 8192. Estas son las cifras decimales, luego cos 35° = 0,8192(fig. 3.11b).

seno

G O T R I |

30 5000 5105 5120 5150 59
31 5150 5255 5270 5299 S8
32 5299 5402 5417 5446 57
33 5446 5548 5563 5592 56
34 5592 5693 5707 5736 5§
35 5736 5835 5850 5878 54

(1,0)... ,3 2.0 G

coseno
a)

seno

45 7071 7133 7145 7193 44
46 7193 7254 7266 7314 43
47 7314 7373 7385 7431 42
53 7986 8039 8049 8090 36
54 8090 8141 8151 8192 35

] 4 ,0 G

coseno
b)

Fig. 3.11

¢) La fila que en su extremo izquierdo comienza por 47 aparece en la pagina 336 ,
en la interseccion de esta fila y la columna encabezada por ,5 encontramos7373.
Luego sen 47,5° = 0,7373 (fig. 3.11b).
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d) La fila en cuyo extremo derecho aparece 59 esta en la pagina 335, en su intersec-
cion con la columna que tiene como pie ,3 aparece 5105.
Luego cos 59,3° = 0,5105 (fig. 3.11a). B

Si los angulos aparecen con una precision mayor que las décimas, se hace nece-
sario redondear y en ese caso se esta introduciendo un error, esto significa que no
todas las cifras de la tabla se pueden asumir correctas, en estos casos sOlo resultan
correctas 3 de las 4 cifras que da la tabla y eso hace que la precision del resultado
final quede limitada a tres cifras significativas.

Busca en la tabla:
a) sen 54,18° b) cos 77°20'

Resolucion

a) Redondeamos la amplitud a las décimas, que es la precision de la tabla, y obte-
nemos 54,2°. En la tabla encontramos sen 54,2° = 0,8111. Como no podemos
garantizar tantas cifras, damos el resultado con tres: sen 54,18° = 0,811.

b) En este caso debemos expresar los minutos como una fraccion decimal de grado.
O .
Tenemos 20' = %) = 0,333°,luego sen 77°20' = sen 77,333° y redon-

deando hasta las décimas obtenemos 77,3°. La tabla da el valor:
cos 77,3° = 0,2198 y cuando redondeamos resulta cos 77°20' = 0,220.8

Recuerda que en la practica la mayor parte de los numeros que surgen son va-
lores aproximados como los de este ejemplo; sin embargo mantenemos el convenio
de escribir el signo igual en todos los casos.

Las tablas de las paginas 337 y 338 contienen los valores de la tangente, en esta
tabla los grados se encuentran en la columna mas a la izquierda y crecen hacia aba-
jo.

La estructura de la tabla en la pagina 337 donde se encuentran los angulos me-
nores que 45° es como la de la tabla de senos y cosenos pues en este intervalo
tan a<1.

En la pagina 338 aparecen los angulos mayores que 45° cuya tangente es mayor
que 1; en ella hasta los 63° se mantiene la estructura pero el primer valor de cada
fila contiene una parte entera diferente de cero que es la que corresponde a los an-
gulos de esa fila, excepto los valores destacados con un asterisco que corresponden
a la parte entera de la fila siguiente (fig. 3.12)

Tangente
Grados 0 .5 ,6

v v ¥
45 1,000 ... 0I8 .. o021 tan 45,5° =11.018

61 1804

62 1.8

63 1'.953 006 014 . tan 63,50 =[2.000

64 2,050 Fig. 3.12
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Busca en la tabla:

a) tan 37,2° b) tan 62°3' ¢) tan 71,6° d) tan 88.9°

Resoluciéon

a) En la interseccion de la fila 37 y la columna encabezada por ,2 encontramos la
sucesion de cifras 7590, luego: tan 37,2° = 0,7590 (fig. 3.13a).

o
b) Tenemos: 3' = [—g::-)—] = 0,05°. Debemos buscar tan 62,05° y redondeando lo

transformamos en tan 62,1°. En la interseccion de la fila 62 y la columna enca-
bezada por ,l encontramos la sucesion de cifras 889; como el primer valor de
la fila anterior es 1,804, sera: tan 62,1° = 1,889. Redondeando a 3 cifras resulta
finalmente, tan 62,05° = 1,89 (fig. 3. 13b).

¢) En la interseccion de la fila 71 y de la columna ,6 encontramos *006; el asterisco
indica que estas son las cifras decimales, pero que la parte entera que le corres-
ponde es la que aparece en la fila siguiente: 3.

Luego tan 71,6° = 3,006 (fig. 3.13 b)

d) En la interseccion de la fila 88 y la columna ,9 encontramos 52,08 lo que sig-
nifica: tan 88,9° = 52,08. W

Tangente Tangente
Grados 0 A 2\ Grados 0 d ... 6.9

%7 0,7536 ... 7520 61 1,804

tan 37,2° = 0,7590 62 889

71 2,904 *006

. 72 3,078

a) b)
Fig. 3.13

Cuando los datos representan valores tomados de la practica, el resultado debe
expresarse con tantas cifras significativas como tenga el dato que menos tiene.
Esto vale tanto para las amplitudes como para las razones y longitudes.

sen 35,2° + cos §7°
tan 57°

b) En el tridngulo 4ABC rectdngulo en C, se tiene ¢ = 12,3y « = 67,3°. Calcula a.

a) Calcula
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Resolucion

a) En este caso se trata de datos que no estan referidos a ningiin problema practico,
es decir, no se trata de valores aproximados. De todas maneras trabajaremos los
valores con tres cifras significativas como es usual:

o o
sen 35 ’2 + cos 57 = 0,576 + 0,545 Todos los valores han sido redondeados a tres
tan 57° 1,54 cifras.

= 0,728
b) En este caso se trata de datos que proceden de mediciones con tres cifras signi-
ficativas, el resultado debe tener también 3 cifras significativas.
a = c.sen a (cat. opuesto: hipotenusa - seno)
a=123.sen67,3°=123.0923 =114 N

Ejercicios (epigrafe 4)

1. Busca los siguientes valores:

a) sen 14° b) cos 76° ¢) tan 34°

d) sen 3° e) cos 75° f) tan 4°

g) cos 3° h) cos 0,9° i) sen 0,7°

j) cos 34,8° k) sen 27,3° 1) tan 63,5°
m) tan 89,5° n) cos 48,9° i) sen 12,7°
o) sen 8,23° p) cos 35,39° q) tan 71,85°
r) sen 32°2' s) cos 9°33' t) tan 20° 15"
u) sen 1°1' v) cos 23°12' w) tan 10,325°

Xx) sen 15,121°

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) sen 25,4°

=y b) cos 48,9° = y c) sen 53,6° = y
d) cos 83,3° = y e) tan 77,4° = y f) tan 43,2° = y
g) tan 334° =y h) tan 62,5° = y i) sen 39,12° = y
j) cos 82,45° = y k) tan 2,23° = y 1) sen 23°15' = y
m) tan 89,5° = y n) sen 48,9° = y fi) sen 12,7° = y
o) sen 8,23° = y p) cos 2°37' = y q) tan 12°57' = y
s) cos 25° = y

r) sen 37° =y

3. Resuelve las siguientes ecuaciones; 0°<x<90°

a) sen x = 0,9781 b) cos x = 0,6244 ¢) tan x = 0,1908
d) tan x = 3,487 e) cos x = 0,8980 f) sen x = 0,4337
g) tan x = 0,9965 h) tan x = 2,145 i) sen x = 0,5158
j) cos x = 0,9042 k) tan x = 0,5200 1) tan x = 0,1321
m)sen x = 0,9580 n) cos x = 0,218 i) sen x = 0,12
o)tan x = 1,5 p) sen x = 0,523 q) cos x = 0,81

r) tan x = 5,21 s) tan x = 6,3

4. Calcula el valor de las siguientes expresiones:
a) 2 sen 17,4° - cos 21,5°
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3/5 tan 4° + 2 sen 39,5°
cos 39,2° . sen 1,5°

o) V sen 15,2° . cos 49,3°
2 tan 5°

d)l/ sen? 31,2° + 4 _tan 439°
2 cos 85° sen 5°

sen? 29°15' + cos 84,35°
2 tan 7°11"

e)

(1/2 tan 3,258° + sen 75°12') cos? 25°1"

f)
sen 4,5° + cos 87,23°

S. Ecuaciones trigonométricas sencillas

Las tablas también pueden utilizarse para encontrar la amplitud, conocida una
razén trigonométrica, es decir, para resolver ecuaciones trigonomeétricas.

Resuelve las ecuaciones siguientes:

a) sen a = 0,5240 b) tan a = 0,904 ¢) cos a = 0,81

Resolucion

a) Buscamos en la tabla la sucesion de cifras 5240 y la encontramos en la pagina 335
en la interseccion de la fila 31 (a la izquierda) y la columna ,6 luego el angulo se-
ra: a = 31,6° (fig. 3.14 a).

b) Buscamos en la tabla de tangentes en la pagina 337 (pues es aqui donde tana<<1)
la sucesion de cifras 904. Como la tabla tiene 4 cifras debemos redondear men-
talmente los valores hasta la tercera cifra; en la interseccion de la fila 42 y la co-
lumna ,1 encontramos un valor que al redondear conduce a esta sucesion:
9036 =904.

Luego a = 42,1° con 3 cifras significativas (fig. 3.14b).

Seno Tangente
Grados TR T Grados A
3] ~——— 5240 42 +——9036
a) b)
Fig. 3.14
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c) En este caso el valor dado tiene 2 cifras, luego se debe redondear mentalmente
hasta la segunda cifra al buscar en la tabla. En la pagina 336 encontramos varios
valores que conducen a la sucesion de cifras buscada: en las filas 35° y 36° (por
la derecha); estos valores comienzan en 35,5° y terminan en 36,4° (recuerda que
para el coseno, los valores crecen hacia arriba). Esto nos hace comprender que no
podemos garantizar la cifra de las décimas y debemos expresar el angulo con 2
cifras significativas: o = 36° (fig. 3.15). B

seno

G. 0 A 4 5 .6 8 9 1
8049 ... 8070 8080 8090 36
54 10,8090 | 8100 ... 8131 81‘;1 . 35
(1,0) 9 .6 5 4 2 A 0
coseno
Fig. 3.15

También hay que tener en cuenta las reglas de aproximacion cuando se trabaja
con datos que representan valores de la practica.

a) Los catetos a y b de un triangulo rectangulo miden 5,26 ¢m y 3,42 cm . Calcula
el angulo §.

b) La proyecciéon horizontal de una fuerza es 41 N. Si su médulo es 50 N, icudl
es el angulo que forma con la horizontal?

Resolucion

a) En este caso los datos representan valores procedentes de mediciones con tres ci-

fras significativas, la respuesta debemos darla con 3 cifras.
En la figura 3.16a) se aprecia que tan f§ = b = —2—%26— = 0,650
a .

y en la tabla encontramos = 33,0°.
El angulo pedido es § = 33°.

Nota: En estos casos, cuando des la respuesta en forma oral, puedes decir simplemente que ﬁ: 33°y
omitir el cero.

™

b=342

B a=526 C F

a) b)
Fig. 3.16
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b) Sea a el angulo que forma la fuerza con la horizontal, en la figura 3.16b) se apre
Fo_ 41

| F| 50

considerado con 3 cifras, aunque el 0 final no necesitamos escribirlo), es decir,

en la tabla buscamos la sucesion 820 y encontramos a = 34,9°.

El angulo que forma la fuerza con la horizontal es 35°.

En este caso los datos representan valores de la practica con 2 cifras significati-

vas, por eso la respuesta debe tener 2 cifras significativas aunque los calculos in-

termedios se hacen con 3 cifras. W

cia cos a = = 0,82 (este es un resultado intermedio y puede ser -

En algunos casos se presentan ecuaciones trigonométricas mas complejas que re-
quieren la utilizacion de las identidades trigonométricas fundamentales.

Resuelve las ecuaciones:!

a) 3 sen’x + cosix = 2 b) 3 sen x = cos x
¢) 3cos x + sen’x - 3 =0

Resolucion

a) Para resolver la ecuacion la transformamos de modo que aparezca una sola razon:
3 sen?x + (1 - sen®x) =2 Utilizamos la identidad senx + cosix = 1.

3 sen’x + 1 - sen’x = 2

2sen’x =2 -1=1

sen’x = % que implica sen x = il/_li pero sOlo tomamos en cuenta el
valor positivo:

sen x = V—22 y entonces x = 45°.

El conjunto solucion es {45°}.

b) En este caso para obtener una sola razon dividimos ambos miembros por cos x.

w- =1 Puede llegar a ser cos x = 0 y en ese caso se pierde como solucion. Hay que con-
COos X siderar aparte la ecuacidon cos x = 0 y comprobar las soluciones.
Jtan x = 1 cos x =0
1 x = 90°
tan x = ? = 0,3333

calculamos con 4 cifras para buscar en la tabla sin tener que redondear (recuerda

que partimos de valores exactos).
x = 18,4°

1 Este tipo de ecuaciones las consideramos ejercicios formales de calculo, es decir, trabajamos con va-
lores exactos.
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Comprobamos ahora ambas soluciones

MI: 3 sen 18,4° = 3 - 0,3156 = 0,9468 MI: 3 sen 90° = 3
MD: cos 18,4° = 0,9489 MD: cos 90° = 0

Es claro que x =90°no es solucion pues 3 y 0 son valores exactos y 3 #0. Se
trata de una raiz extrafia. La solucion x = 18,4° requiere un analisis mas deta-
llado.

Hemos dado el valor del angulo con 3 cifras correctas, en un valor aproximado
y por tanto los valores del seno y del coseno que calculamos al comprobar, tienen
a lo sumo tres cifras correctas. En estos casos (cuando no se garantizan todas las
cifras) es de esperar que la ultima no sea correcta y, por tanto, comprobamos la
ecuacion utilizando una cifra menos que en la respuesta:

MI: 0,9468=0,95=0,9489 :MD.

La solucion de la ecuacion es x = 18,4°.

nn

¢) En este caso nuevamente reducimos a una sola razon aplicando la identidad de
Pitagoras:
3cosx + (1 - cos’x) = 3 = 0 Es una costumbre aconsejable escribir las expresiones entre
paréntesis.
3cosx -costx-2=0
cos?’x — 3 cosx+2=0 (1) Multiplicando por -1.
y2 -~ 3y + 2 =0 Sustituyendo y = cos x.
(y - 2)(y — 1) = 0 Descomponiendo en factores.
Se obtienen las ecuaciones:

cosx -2=0 y cosx-1=0
cos x = 2 cos x = 1
no tiene solucion pues

cos x < 1. x = 0°

El conjunto solucion es {0°}.

La ecuacion (1) también puede resolverse utilizando la férmula de resolucion de

la ecuacion de segundo grado. B

En la practica no es necesario realizar explicitamente la sustitucion como se hizo
en el ejemplo anterior. Si lo prefieres puedes conservar en todo el trabajo las razo-
nes trigonométricas.

Ejercicios (epigrafe 5)

1. Resuelve las ecuaciones:

a)dsena =2 b) 2 cos a = V3
c)V3tan a = 1 d)2cosa-1=0
e)tana - 1 =0 fldsena -1 = 2sena
g)i cosa = 1 h)sen(90°—az)=—1

3 2
i) sena = —; ) costa = —
k) tan%a = V3 D4sen’a -1 =0
m) V2 cos?a + 2 = 3 n) sen a = 0,9816
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i) cos a = 0,6921 o) tan a = 0,1871
p) sen a = 0,8965 q) cos a = 0,8453
r) tan « = 0,9930 s) sen a = 0,5140
t) cos a = 0,9648 u) tan a = 5,005
v) sen a = 0,958 w) cos a = 0,251
X) tan a = 1,37 y) sen a = 0,82
z) cos a = 0,74

2. Determina el valor de x en las siguientes igualdades (0°<k<90°).

a)3senx-1=0 b)Scosx -2 =1

ctanx - 1 = 45 d)2senx + 2,1 =3

e) 9senix - 8§ = -3 f) 5 cos’x + 2 =-3

g) 7 tan’x - 9 = 2 h) 10 sen*x + 3 = 2 sen’x + 10
i) 5tan?x - 1 = 2 tan?x + 4

3. Determina el conjunto solucion de las ecuaciones:

a) cos x = cos’x b) 2 sen’x - sen x = 0
c) tan?x = tan x d) tan’x - /3 tan x = 0
e) 3sen x = 2 - 2 sen’x f) 4 cos’x + 4 cos x = 3
g) 2 sen’x - 4 = 5 cos x h) 3 cos’x = 7 - sen x
i) 3tan?x = 1 + 2 tan x j) 2 cos?x + 4 sen’x = 3
k) 2 sen’x + 3 cos x = 0 1) cos?x - % = sen’x
m) 1 + sen?x = 7 cosix n) 2 sen’x — cosix = 2
fi) 4 cos x = 1 o) tan x = - 3
COoS X tan x
3 ) 1
p) — - 2 =cos x q) tanx + =1
cos X cos X
2
r) senzx - 2senx+1=0 s) 3(1 + cos x) = 2 sen2x
cosx cos X

t)2 senx - Y3 tan x = 0

4. Resuelve las ecuaciones:

a) 4 — 4 cos x = 3 senx b) 6 — 6 cos’x = 2 + sen x
c) 5 =2sen?x + 5cos x d) sen’x - cosix = 0,25
e) tan x + =6 f) tan x - ! =1

tan x tan x

_ 2

@) tan x = —— py Losenix _ 1

tan x CcoSs X 3
i) 17 sen x + 15 = 15cos*x - 4 j)——ix}x—=i

1 - senx 3
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5. Los catetos a y b de un triangulo rectangulo ABC miden respectivamente:

a) 2,35 cmy 4,21 cm b) 6,12 cm y 5,02 cm
c)1,02cmy 3,93 cm d)095cmy 12 mm

Determina en cada caso la amplitud del angulo S.

6. La hipotenusa c y el cateto b de un triangulo rectangulo ABC miden respectiva-
mente:
a) 523 cmy 2,41 cm b) 7,84 cmy 3,91 cm
¢)22cmy0,12 cm d) 2,65cmy 1,41 cm

Determina en cada caso la amplitud del angulo a.

7. Las proyecciones horizontal y vertical de una fuerza Fsgg de 35 Ny 42 N res-
pectivamente. Determina el angulo que forma la fuerza F con la horizontal.

8. Una fuerza de 60 N y su proyeccion horizontal de 24 N forman un angulo ¢.
¢Qué amplitud tiene dicho angulo?

Circunferencia trigonométrica

6. Razones trigonométricas de dngulos obtusos

En la figura 3.9 se ilustré como definir las razones trigonométricas en un plano
coordenado, esta idea puede ser utilizada para definir las razones trigonomeétricas de
angulos que no son agudos.

Para llevar a la practica esta idea, consideremos un sistema de coordenadas y una
circunferencia con centro en el origen; todo angulo puede ser colocado (y de una so-
la manera) de forma tal que su vértice coincida con el origen de coordenadas, uno
de sus lados (llamado lado inicial) coincida con la semirrecta positiva OX y que el
otro lado (llamado lado terminal) quede ubicado (a partir del inicial) en la zona ba-
rrida en sentido contrario al de las manecillas del reloj (fig. 3.17).

lado terminal

P(x:y)

—

lado inicial

Fig. 3.17

De esta forma, el lado terminal de cada angulo interseca en un unico punto a la
circunferencia y podemos asociar al angulo ese punto de una manera univoca. Esto
nos permite definir las razones trigonométricas utilizando las coordenadas de esos
puntos.
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Una circunferencia colocada como la que se ha descrito recibe el nombre de cir-
cunferencia trigonomeétrica.

Definicion 1

Sean a un angulo y P(x,y) el punto que le corresponde en la circunferencia

trigonométrica de radio r, entonces r = ]/x2 + y? y definimos:

= —— COs a = =

I/ x? + y? ’ ]/ x? + y?

tana = 2 (az90% a#270°)
. :

X X
sén a = —y 24 E——
r

En la figura 3.18 se ilustra esta definicion para angulos de los cuatro cuadrantes,
observa que para angulos a: 0°<a<<90°, la nueva definicion coincide con la cono-
cida, es decir, aquella es un caso particular de esta.

P(x:y) P(x;y)
r r
| , !
|y | ’\"
a l - l \\ -
X X
e 130 -a
r=JX+y
a) b)

c) d)

Fig. 3.18
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Con esta definicion las razones trigonométricas pueden ser negativas, pero el se-
no y el coseno en modulo no pueden ser mayores que 1:

-I<Ksena <1 y -1<cosa< |

Calcula las razones trigonométricas de 150°.

Resolucion v 4

Sea P el punto que corresponde al angulo de »
150° en la circunferencia trigonométrica y P' su 156°
proyeccion sobre el eje x (fig. 3.19). Pestaen el i
Il cuadrante y entonces < POP' = 30°. En el T To -
triangulo rectangulo POP' se tiene: ¢ |

r,x = - L;— r (en el II cuadrante x < 0).

yo L
2

Luego:

sen 1500 = 2 _2——=—; ( = sen 30°)

r r
cos 1500 = = =——-———=—-K-3—(=.—cos30°)
r r 2
|
27 1 V3
tanisoe =2 =—2 - -_ ¥ (- _an300m
x V3 V3 3
-
2

Como puede verse las razones de 150° coinciden en valor absoluto con las
de 30°. :

El ejemplo 1 ilustra que las razones trigonomeétricas pueden ser positivas o ne-
gativas y que su signo depende de los signos de '~s coordenadas de los puntos en
los diferentes cuadrantes. A continuacion se resumen los signos de las razones tri-
gonomeétricas en los diferentes cuadrantes.
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r>0

(In 0))
x<0,y=>20 x=20y>0
senoa = 0 sena = 0
tan o < 0 tan o = 0
cosa <0 <cosa = 0
x<0,y<0 x=20,y<0
sena < 0 sen a << 0
tana = 0 tan a < 0
cosa < 0 cosa =0
(I11) aIv)

En resumen, como el radio es siempre positivo:

El seno es positivo donde lo es y, en el semiplano superior, es decir, I y II cua-
drantes.

El coseno es positivo donde lo es x, en el semiplano derecho, es decir, I y IV
cuadrantes.

La tangente es positiva donde ambas coordenadas tienen el mismo signo, I y
III cuadrantes.

Calcula las razones trigonométricas de 225°.

Resolucion

Sea P el punto que corresponde al angulo de 225° en la circunferencia trigono-
meétrica y P' su proyeccion sobre el eje x (fig. 3.20). El punto P estd en el tercer cua-
drante y entonces <t POP' = 45°; observa (compara con el ejemplo 1) que las razo-
nes de 225° coinciden en valor absoluto con las de 45°, luego:

2
sen 225° = - sen 45° = - ———V
2
En este cuadrante sen a<0. P
V'i { 45°

cos 225° = ~ cos 45° = - ——2—

En este cuadrante cos a<<0. P

Fig. 3.20

tan 225° = tan 45° = | En este cuadrante tan o>0.1
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3
Calcula las razones trigonométricas de a si tan a = - ; y cos a =0.
Resolucion B
Construimos el triangulo rectangulo
ABCcona =3y b=>5I(fig. 3.21)
3

entonces ¢ = 1/32 + 5 = 1/9 + 25

= /34 =583 - 5 J
comotana < 0ycosa =0, aesunan- Fig 391
gulo del IV cuadrante y tendremos: 8->
COSa:ﬁ = 5_ = - 5v34 sena=- 2 =- E_ = - 3V34. n

c V34 34 c V34 34

Observemos finalmente que las identidades fundamentales introducidas en el epigra-
fe 3 continuan siendo validas con las nuevas definiciones.

Ejemplo 4
Resuelve el ejemplo 3 utilizando identidades trigonométricas fundamentales.

Resolucion

Sabemos que: =1 + tan?a, luego

cos’a
2
L e (-32) s 2o
cos’a 5 25 55
2 25
coslqg = ——
34
|cos al| = Sv34
34
como, ademas, cos a = 0; cos a = __—51;‘314

El seno y el coseno se relacionan en la identidad:

sen?a + cos’a = 1

luego sen’a = 1 - cos?a = 1 - 25 = 2
24 34
|sen a| = 334
34
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como, ademas, sen a < 0 pues a esta en el IV cuadrante:

3134

sen a = — . n

34

En el epigrafe 2 calculamos las razones trigonométricas de 0° y 90° y las con-
sideramos valores notables; de la misma forma es conveniente considerar las de
180° y 270°. En la tabla que sigue se resumen los valores de las razones trigonomé-
tricas de estos 4 angulos llamados angulos axiales porque su lado terminal coincide

con un semieje de coordenadas.

\z 0° 90° | 180° | 270°

sen a 0 1 0 -1
cos a | 0 -1 0
tan o 0 - 0 -

Ejercicios (epigrafe 6)

1.

Di en qué cuadrante pudiera estar situado el angulo 4 si:

a)sen():—i b)sen&:—l-/-g— c)cosﬂ:——l-/-z—
2 2 3

dtan 6 = 2 e) tan § = -1 f)cos«?:i

g) cos 6 = 0,32 h) sen § = - 0,15 3

. Di en qué cuadrante estara situado a si:

a)ysena >0 y cosa>0 b)tana >0 y cosa <0

cJcosa<0 y sena >0 dtana <0 y sena <0

e)sena <0 y cosa>0

. Determina si son posibles las siguientes combinaciones de signos:

a) sen >0, cos <0 y tan <0

b) sen <0, cos >0 y tan > 0

¢) sen >0, cos >0 y tan <0

En los casos posibles, sefiala en qué cuadrante esta situado f£.

. De las siguientes combinaciones, icuales son verdaderas? Fundamenta.

a)sen y > 0, cos y = 0 y tan y no definida
b) sen f< 0,tan f = 1; -1 < cos i< O
c)senff=0,cosf=0ytanf =0

. Calcula las razones trigonométricas de los siguientes angulos.
a) 120° b) 210° c) 315° d) 240° e) 330° f) 135°
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6. P(- 4; 8) es un punto de una circunferencia trigonométrica que pertenece al lado

10.

11.

12.

terminal del angulo x.
Calcula sen x, cos x y tan x. 6éA qué cuadrante pertenece el angulo x?

. En cada uno de los incisos siguientes se da un punto de una circunferencia tri-

gonomeétrica que pertenece al lado terminal de un angulo x. Determina las razo-
nes trigonométricas de dicho angulo y el cuadrante al que este pertenece en cada
caso.

a)r=2 vy PU,;V3) br=2 vy PY3-1)
c)r=21y P0;2) dr=5_y P-4;3)
e)r=5y P(-3;-4) Dr=v2 y P1;-1)
g r=v2 y P/20)

. En cada uno de los siguientes casos determina las razones trigonométricas del

angulo 4 bajo las condiciones dadas.

a) sen § = % y 6 esta en el II cuadrante

b)cos0:—%ysen6<0
c)senf= — y cosf <0
3
d)tan():—? y cosfd >0
e)senﬁ:-%i y cosf <0
V3
f) cos 0 = -—2— y 6 pertenece al IV cuadrante
. Calcula las razones trigonométricas de a si:
a)senoz:i b)cosaz—s—- c)tana = 4 d)sena:—l
5 13 7
e)cosaz—if)tanaz—Z g)tanoz=2i h)senaz——-3-
29 5 4

Conocidos tan a = % y 180° < a < 270°. Calcula sen a y cos a.

Calcula las razones trigonométricas de a sabiendo que:

tanaz——i— y 90° < a < 180°

Calcula todas las razones trigonométricas de a sisena = 0,6 y 90° < o < 180°.
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13. En las tablas siguientes se dan valores de las razones trigonométricas para un an-
gulo a en determinado intervalo.
Determina en cada caso el valor pedido.

a) 180°< o < 360° | 90° < a < 180°| 90° < a < 270°
dado cosa = /4 sen a = 0,4 sena = 0,1
se busca] sen a cos a tan a
b)

0° < a <1809 90°< a <2709270°< a <360990° < a <180°

1 1 2 3
dado cosa=-— | sena =- — cos a4 = — sen @ = —
4 5 5 1
se busca sen a cos a tan a tan a
14. Calcula:
a) sen 90° - cos 180° + tan 360°

2 cos 0°

cos 180° — 2 tan 0° + sen 270°
sen 30°

b)

c)l/tan 180° - sen 270° — cos 180° - sen 90°
-4 sen 270° + 5 cos 360°

15. Pruebe que:
a) sen 90° + tan 180° - cos 360° = 0

V3 + 2

b) cos 30° — cos 180° — tan 360° - sen 45° =

16. Sia = 30° b = 180°% ¢ = 90° y d = 270°. Calcula:
sen?a + 2 cos b b) l/ cos’a + 2 sen a

tan?b - sen ¢ sen ¢ + tan b

5

sen d
c) - cos?a
1 - tan? - cos b

- 3 cos?b
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7. Formulas de reduccion

En el epigrafe anterior hemos calculado las razones trigonométricas de algunos
angulos obtusos utilizando los valores correspondientes de ciertos angulos agudos;
estas ideas pueden sistematizarse para reducir el calculo de razones trigonomeétricas
a los angulos agudos, es decir, al primer cuadrante.

Teorema 1

Si a es un angulo agudo, se cum-
ple:

a) sen (180° - a) = sen a

b) cos (180° - a) = —cos a

c) tan (180° - a) = —tan a

Demostracion (fig. 3.22)

a) sen (180° - @) = Y = PP = sen a
OP
]/x2 + y?
b) cos (180° - q) = X = - %P = —COS «a
Vxr+
c)tan(180°-a)=-)i=—£—=—tana. [ ]
X OP'

Observa que por ser a un angulo agudo, 180° - a es un angulo del II cuadrante.
En la practica, para calcular las razones de un angulo del II cuadrante, se resta de
180° y se toman las razones del angulo agudo obtenido con el signo que le corres-
ponde en el II cuadrante.
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Calcula cos 153,7°.

Resolucion

Como 153,7° es un angulo del II cuadrante, ya que 90° < 153,7°<180°,
(fig. 3.23) calculamos su suplemento: '

180° - 153,7° = 26,3° y entonces

153,7
26,3° h\

X

Fig. 3.23

cos 153,7° = cos (180° - 26,3°) = —cos 26,3° = -0,8965. W

En forma completamente analoga se establece (figs. 3.24 y 3.25):

Teorema 2
Si a es un angulo agudo, se cum-
ple:
a) sen (180° + a) = -sen «
b) cos (180° + a) = —cos «a
c) tan (180° + @) = tan a
y “ y h
/_{o’m 360'—2/\
Fig. 3.24 Fig. 3.25
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Teorema 3

Si a es un angulo agudo, se cum-
ple:

a) sen (360° - a) = -sen a
b) cos (360° - a) = cos «a
c) tan (360° - @) = —tan «a

Si escribimos a' = 180° + a y a" = 360° - «, tendremos:

a=0a - 180°y a = 360° - a'". Luego para calcular las razones trigonométri-
cas: a los angulos del III cuadrante se les resta 180° y los angulos del IV se restan
de 360°,

a) Calcula tan 231,4°. b) Calcula sen 321,2°.

Resolucion

a) 231,4° es un angulo del III cuadrante ya que 180° < 231,4° < 270° (fig. 3.26a),
entonces calculamos 231,4° - 180° = 51,4° y finalmente:

tan (231,4°) = tan (180° + 51,4°) = tan 51,4° = 1,2527.

b) 321,2° es un angulo del IV cuadrante pues se cumple 270° < 321,2° < 360°
(fig. 3.26b), calculamos entonces:
360° - 321,2° = 38,8°
sen 321,1° = sen (360° - 38,8°) = -sen 38,8° = -0,6266. W

7

v
231,4*’/\ 321.2"(-\
t - x

X

231.4° - 180° 3608 - 321,
=514° =388
a) b)
Fig. 3.26

En resumen, para calcular las razones trigonomeétricas de un angulo obtuso ha-
llamos su diferencia con el mas proximo entre los valores 180° y 360°; las razones
trigonométricas coincidiran en modulo con las de la diferencia y tendran el signo
que corresponde al cuadrante. Para esto es coveniente esbozar el angulo en un sis-
tema de coordenadas como hemos hecho en los ejemplos anteriores.
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Resuelve la ecuacion 3 sen?x + cosix = 2.

Resolucion

Transformamos la ecuacion de modo que solo contenga sen x :

3 sen’x + (1 - sen’x) = 2
3sen?x + 1 — sen?x = 2

2sen’x =2 -1 =1

sen?x = —
2

Resultan las ecuaciones:
V2
sen x = — y sen x =

2
Observa que ahora la respuesta no es unica pues a cada valor corresponden dos
angulos: uno en cada uno de los cuadrantes donde el seno tiene el signo dado. Tam-

bién es importante que notes que ya no desechamos las respuestas negativas pues

V2
2

el seno es negativo en el III y el IV cuadrantes.

Comenzamos, en cada caso, por buscar el angulo del I cuadrante cuyo seno es
el valor absoluto del miembro derecho; en este caso ambas ecuaciones nos conducen
al mismo angulo x; = 45°. Utilizando las formulas de reduccién encontramos los

angulos cuyos senos tienen el mismo valor absoluto y el signo necesario:
x, = 180° — 45° = 135°

(el seno es positivo en el Il cuadrante)

El conjunto solucion es: {45° 135°; 225°; 315°. ®

x; = 180° + 45° = 225°
xy = 360° — 45° = 315°

(el seno es negativo en el Il 'y IV cuadrantes)

Resumen de las formulas de reduccion

Ejercicios (epigrafe 7)

a) 180°

d) 360° -

g) 1520

180° - « 180° + «a 360° - a.

sen sen a - sen a - sen a

cos - Ccos a - Ccos a cos a

tan - tan «a tan a - tan a

1. Resuelve las ecuaciones siguientes:

= 143° + x b) 360° = 283° + x c) 180° = 243° — x
x = 293° e) 180° + x = 245° f) 180° — x = 127°
+ x = 180° h) 314° + x = 260° i) 238° - x = 180°
= 360° - x k) 216° = 180° + x 1) 173° = 180° - x

j) 284°
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2. Expresa las cantidades de amplitud siguientes como una suma de la forma
180° + x, o como una diferencia de las formas 180° - x o 360° - x, de modo
que 0°< x < 90°.

a) 125° b) 217° c) 314°

d) 162° e) 265° f) 285°

g) 174° h) 98° i) 269°

j) 216° k) 263° 1) 294°

m) 119° n) 214° 0) 274°

p) 223° Q) 255° r) 3420

. Calcula los valores siguientes:

a) sen 135° b) cos 120° ¢) tan 210°
d) tan 330° e) cos 225° f) sen 315°
g) tan 240° h) tan 315° i) sen 330°
j) cos 240° k) sen 225° 1) cos 330°
m) tan 120° n) sen 300° 1) cos 135°
o) sen 120° p) cos 315° q) tan 135°

. Halla el valor de las siguientes razones trigonométricas:

a) sen 121° b) cos 139° c) tan 153°
d) sen 215° e) cos 253° f) tan 262°
g) sen 312° h) cos 295° i) tan 282°

j) sen 145,20

k) cos 239,5°

1) tan 321,3°

m) sen 232°12' n) cos 325,33° n) tan 149°35".

5. Simplifica las siguientes expresiones:

cos x _ sen (360° + x)
cos (180° - x) - sen x

sen (180° + a) , Sos (90° - a)

sen a sen a

b)

sen (180° + 30°) _ _tan (360° - 60°)
tan (90° - 45°) cos (180° — 459)

d) tan 210° - cos 2100 - 1

sen 2100_
o) cos 120° . cos 225°
1
1 + —— 225¢°
( cos 2400) sent
[ Sen 210° .« tan (90° — 30°) . cos (-300°)

1
cos 315°
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6. Prueba que:
a) cos 330° — sen 60° = 0

b) cos 225° - tan 210° . sen 300° = I —21/2
1
tan 450 - ——
) tan 150° 6/3+ 2
c - _
1 13
cos 210° -

cos 60°

d) sen (90° — x) - sen (180° + x) + cos (90° - x) - cos (360° - x) = 0

7. Sia = sen 240° b = cos 90° y ¢ = sen 270°. Calcula:

] / 342 _
a) el valor de: L
C2

b) Si 4 = tan 150° B = cos 210°% C = sen 315°y D = cos 0°

34 + 2B
D.C

Calcula:

8. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) cos 60° .« x + sen 210° = tan 180°
b) (3 sen 215° . x)? — 4 cos?150° - x = tan 45°

9. Resuelve las ecuaciones siguientes; 0°< a < 360°.

a)sena:—l b)cosa:—l— c)sena:—ﬁ
2 2 2
d)cosa=~—l/2-?' e)sena:—% f)cosa = - 1
V3 . -
g)tana = 1 h)cosa:——2 i)tan a = - /3
j)tana:—% V3 k)tana = 0 1)tana=-‘§
10. Demuestra que en un A ABC se cumple:
a)sena = sen (f + y) b) cos & = —cos (f + y)
c)tana = —tan (f + 7) dsena =-sen 2a + f + y)
e)sen f = —sen (a + 28 + y)

11. Resuelve las siguientes ecuaciones con 0° < x < 360°
a) 6 sen x = 3 b)tanx +1 =0
‘ 3

tan x

c) 3sen x = 2 - 2 senx d) tan x =
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e) 2sen’x + 3cosx =0 f) cosix - —;— = senx

g) 3 2 = cos x h) tan2x + =1
cos x cos X
i) 3(1 + cos x) = 2sen’x j) 2 sen*x - cos?x = 2
k)3senx-1=0 )2cosx+7=-3cosx -2
m)2tanx + )/5=0 n) 3 - 7 cos x = 6 sen’x
fi) tan2x - 3 tan x = 2 - tan’x 0) 12 - 5sen x = 12 cos?x + 2
2

p)_!_+_sen_xzcosx q)mz_ztanx

3 cos x COoS X

8. Sistema circular de medida de dngulos

El sistema sexagesimal de medida de angulos que conoces desde la escuela pri-
maria tiene limitaciones. En matematica se usa con mucha frecuencia otro sistema:
el sistema circular. En este sistema se utiliza, para medir el angulo, la razén entre la
longitud del arco de una circunferencia, interceptada por el angulo y el radio de di-
cha circunferencia.

Esta razon puede utilizarse para medir el angulo porque es constante para un
mismo angulo, cualquiera sea el radio de la circunferencia empleada.

En efecto, desde la Secundaria Basica conoces que la longitud de un arco de cir-
cunferencia es proporcional al radio, si denotamos por / la longitud del arco de cir-
cunferencia, por a° la amplitud del angulo en el sistema sexagesimal y por r el radio
de la circunferencia tenemos:

[ na®

r 180°

y esto significa que dicha razon depende solamente de la amplitud del angulo
(fig. 3.27a).

Definicion 1

Un radian (en simbolos 1 rad) es la amplitud de un angulo en el que la longitud
del arco es igual al radio (fig. 3.27b).

7
7
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La definicion anterior establece la unidad del sistema circular de medida de an-
gulos y significa que para calcular 1a medida de un angulo en este sistema se calcula

la razon entre la longitud del arco y el radio: L .
r

Calcula la medida en el sistema circular de:

a) un dngulo llano b) un angulo de 20°,

Resolucién
a) La amplitud de un angulo llano es 180°, luego cualquiera sea el radio tenemos:

I xl80°

ro 180°

La medida de un angulo llano en el sistema circular es .

b) En este caso a® = 20° y la razdn sera:

1 - 20° L

r 180° 9

Luego, si denotamos por a,,, la amplitud del angulo en el sistema circular ten-
dremos: a4 = % . n

Los razonamientos anteriores pueden ser utilizados para convertir la medida de
los angulos de un sistema a otro; si denotamos por a,,4 la medida en el sistema cir-
cular del angulo a y por a° a su medida sexagesimal, tendremos que:

o o
na o - P 180

180° T

Arag =

Expresa en el sistema circular: a) 15° b) 214°

Resolucion
—IL .15 = —nrad
180° 12

b) —— . 214° = 4,74 rad. W
180°
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Observa que, cuando es posible, la medida en el sistema circular se expresa como
una parte fraccionaria sencilla de =.

Expresa en el sistema sexagesimal: a) % b) 4,57.
Resolucion
(o]
LI A TS
T 6
180° . .
b) - 4,57 = 262° (Aunque 4,57 puede considerarse como un valor exacto, la

T
respuesta debe tener 3 lugares pues se utiliza una aproximacion para = con 3 lu-
gares). M

En los ejemplos anteriores debes haber notado que la medida de un angulo en
el sistema circular no tiene dimensiones pues es el cociente de dos longitudes. Esta
observacion nos permite calcular las razones trigonométricas de un numero real si
consideramos que es la medida de un angulo en el sistema circular.

Calcula:
a) sen — b) cos 2 c) tan 5,25.
4 3
Resolucion
o _
a) sen — = sen( 180 -1) = sen 45° = ﬁ
4 T 4 2

° e
b) cos —21 cos( 180 . _2_7-:) = cos 120° = __1 )
3 T 3 2

(o]
tan ( 180° 5,25) = tan 301° = -1,66. W

T

c) tan 5,25

En la practica es conveniente que recuerdes de memoria la tabla de conversion
para las medidas de los angulos notables del primero y segundo cuadrantes que se
representa a continuacion:

grad 0° 30° 450 60° 90° 120° 135° 150° 180°
0 n n T n 2n 3n Sn .
ad = - = - il - -
’ 6 4 3 2 3 4 6
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Ejercicios (epigrafe 8)

1. Expresa en radianes las cantidades de amplitud siguientes dadas en grados sexa-

gesimales:

a) 15° b) 315°

e) 210° f) 200°

i) 43,8° j) 72,5°
m) 138,5° n) 47,6°
q) 6,72° r) 81,52°
u) 8,42° v) 123,13°

c) 42°

g) 102°
k) 221,3°
o) 300°
s) 70°15'
w) 2°04'

d) 75°
h) 144°
1) 60,5°

p) 318°

t) 33023

2. Determina la medida en grados sexagesimales de los siguientes angulos expresa-

dos en radianes:

) 22 b) %
4 6

) = n =
4 ¥

) 1,48 i) 0,937
m) £.15 n) 5,64
p) ” 35 Q) 5,21

d) =
6

h) 3,76

1) 0,84

o) 0,36
s) 6,193

3*. Si un arco de circunferencia mide ? del radio, ¢cual es la medida de su angulo

central correspondiente en grados y en radianes?

4* Un mortero de las FAR de 122 mm tiene una amplitud de tiro de 49°, el alcance
maximo del mortero es 11,8 km. ;Cual es la longitud del arco maximo que puede

ser barrido por el mortero?

9. Generalizacion del concepto dngulo

Hasta ahora hemos utilizado el concepto geométrico angulo; con este concepto
las medidas de los angulos tienen todas el mismo signo y toman valores entre 0° y
360° (0 y 2n). Este concepto es suficiente para resolver todos los problemas que se
plantean en la geometria; sin embargo, en la practica se necesita trabajar con las ra-
zones trigonomeétricas de valores mayores 0 que son numeros negativos.

En el resto de este capitulo trabajaremos con un concepto mas general de angulo

(fig. 3.28).

a) b)
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Dado un par de semirrectas de origen comun, consideramos que el angulo esta
determinado por la rotacion que lleva la primera semirrecta sobre la segunda.

En nuestro caso consideraremos angulos con vértices en el origen de coordena-
das y el lado inicial sera el semieje positivo de las x; en estas condiciones cada se-
mirrecta puede ser resultado de dos rotaciones; una en el sentido contrario a las ma-
necillas del reloj y la otra en el sentido de las manecillas del reloj (fig. 3.28 b).

Al angulo determinado por una rotacion de sentido contrario a las manecillas
del reloj lo consideraremos positivo y al determinado por una del mismo sen-
tido que las manecillas del reloj, negativo (fig. 3.28 ¢).

En la figura 3.28c puedes apreciar que el angulo negativo determinado por una
semirrecta se obtiene restando 360° (27) al angulo positivo:

— 45° = 315° - 360° _x I o,
4 4

~ 2100 = 150° — 3600 L AL S .
6 6

Resulta intuitivamente claro que una semirrecta puede llegar a su posicion final
realizando mas de una vuelta alrededor del origen de coordenadas. Esta observacion
permite definir angulos mayores que 360° (2r) (fig. 3.29).

i | ’

VAN YA ;

)|
4
.

Fig. 3.29

En la figura 3.29 se aprecia que la misma semirrecta determina infinitos angulos po-
sitivos y negativos.

Los angulos determinados por una misma semirrecta se llaman angulos coter-
minales y se diferencian en un multiplo entero de 360° o lo que es lo mismo
en un multiplo entero de 2.
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Determina para cada uno de los siguientes angulos, un dngulo coterminal entre 0°
y 360° o entre 0 y 27 segun el sistema utilizado:

a) 1 938° b) - 9—6” o) - 2 523,8° ki

Resolucion

a) Dividimos 1 938 entre 360 y obtenemos:
1938 =5 .360 + 138 luego el unico angulo que satisface las condiciones pedi-
das es 138° pues 1 938° - 138° = 5 . 360°.

b) Como en modulo el angulo dado es menor que 2r, basta sumar 2z a su medida:

2

—ﬁ+2n:——3—75-: i
6

c) Para obtener un angulo que satisfaga esas condiciones debemos sumar el primer
multiplo de 360° que exceda a 2 523,8° (que es el mddulo del valor dado).
Dividiendo obtenemos 2 523,8 = 7 - 360° + 3,8°, luego el primer multiplo que
excede es 8 - 360°y — 2 523,8° + 8 . 360° = 356,2° '

El angulo pedido es 356,2°.

d) El multiplo de 27 mas proximo es el propio 2x, luego

17 _271_:_7_71

y el angulo pedido es 7—: |

En los epigrafes anteriores hemos visto que las razones trigonométricas de un an-
gulo dependen solamente de las coordenadas de un punto situado en el lado termi-
nal. Esto significa que se pueden calcular las razones trigonométricas de angulos
cualesquiera utilizando las definiciones conocidas. En la practica procedemos como
se indica a continuacion:

Para calcular las razones trigonométricas de un angulo, buscamos un angulo
del intervalo fundamental [0°; 360°] ([0;27]) que sea coterminal con él y cal-
culamos sus razones.

Calcula las razones trigonométricas de los dngulos siguientes:

a) - 45° b)s—; ) 793,5°  d) 13,62
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Resolucion

a) Utilizando el procedimiento indicado antes:
sen (- 45°) = sen (- 45° + 360°) = sen (360° - 45°) = — sen 45°
cos (- 45°) = cos (- 45° + 360°) = cos (360° — 45°) = cos 45°
tan (- 45°) = tan (- 45° + 360°) = tan (360° — 45°) = — tan 45°

87 2n V3 8z 2

b) sen —- = sen = —— Porque — y — son coterminales.
3 2 3 3
8 2n 1
COS —— = COS — = — — .
3 3 2
tan-—slztanﬁ-z—lﬁ
3 3

c) sen 793,5° =sen 73,5° =0,9588 7935 =2.360 + 73,5
cos 793,5° = cos 73,5° = 0,2840
tan 793,5° = tan 73,5° = 3,3759

d) El valor dado se encuentra en el sistema circular; para buscar un angulo del in-
tervalo fundamental le restamos el multiplo mas proximo de 2z (6,28). Para en-
contrarlo dividimos entre 6,28 y tomamos la parte entera del cociente:

13,48 : 6,28 = 2,...; la parte entera es 2. Entonces 13,48 - 2 -6,28 = 092 y
para calcular las razones trigonométricas lo expresamos en el sistema sexagesimal

o
1807 . 0,92)° = sen 52,7° = 0,796
V1
£ 0,92)° = cos 52,7° = 0,606

y buscamos en la tabla: sen 0,92 = sen (

o
cos 0,92 = cos( 180

3

(o]
tan ( 180 £092)° = tan 52,7° = 1,31. W

9

tan 0,92

En el ultimo inciso damos la respuesta con tres cifras porque al calcular hemos
utilizado aproximaciones de 7.
Resumiendo tenemos:

sen (x + k + 360°) = sen x sen (x + 2kn) = sen x
cos (x + k - 360°) = cos x cos (x + 2kn) = cos x
tan (x + k - 180°) = tan x tan (x + kr) = tan x

Observa que para el caso de la tangente, debido a la fébrmula de reduccion:
tan (x + k- 180°) = tan x tan (x + kn) = tan x

los valores se repiten cada media vuelta.
En el inciso a) del ejemplo 2 hemos visto que las razones trigonométricas de an-
gulos negativos se reducen a las de angulos positivos. De una forma completamente

191



analoga se demuestra el siguiente teorema que incluye nuevas formulas de reduc-
cion:

Teorema 1

Para todo angulo a se cumple:

sen (-a) = - sen a
cos (-a) = cos a
tan (-a) = - tan «a

El teorema 1 reduce el calculo de razones trigonométricas al caso de angulos posi-
tivos pues, aunque han sido demostradas para angulos del intervalo fundamental,
las féormulas de reduccion son vdlidas para dngulos cualesquiera.

Calcula: sen (- 987°).
Resolucion
sen (- 987°) = — sén 987° = - sen 267° = 0,999. W

Ahora, al resolver ecuaciones, el conjunto solucion es infinito como se muestra en
el siguiente ejemplo.

Resuelve:

a) sen x = 1 b) cos x = 0,487 ¢) 1 = 2 tanix - 2.
cosix

Resolucion

a) En el intervalo fundamental [0°;360°] o [0;27] se tiene una unica solucion:
x =900 x = ~72£ . Cada vez que se suma al angulo 360° o 2 se obtiene un

angulo coterminal y el valor del seno se repite; resultan entonces las igualdades:
sen (90° + k. 360°) =sen 90° =1 o sen (% + 2kn) = sen —g— =1
y entonces el conjunto soluciénes:

{x=90°+k-360°;kel} o {x:% +2kn;kez}.

Observa que en el conjunto solucion hay que incluir todos los angulos cotermi-
nales con las soluciones del intervalo fundamental.

b) En este caso, en el primer cuadrante tenemos x = 60,9°. Como el coseno es po-
sitivo en el cuarto cuadrante, las soluciones en el intervalo fundamental son:

x =609° y y=360°- 60,9° = 299,1° o también x = -60,9°.
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El conjunto solucion es:

{x : x =609° + k-360° o x=299,1° + k- 360° ke Z|

que también puede representarse en la forma:

{x : x = £60,9° + k - 360° keZl

Observa que no escribimos la solucion en el sistema circular porque 60,9° no se
expresa como una fraccion racional sencilla de .

c) En este caso es necesario reducir a una sola funcidn:

1
cos?x

= 2 tan?x - 2

1 + tan?x = 2 tan’x - 2

tan?x = 3
tanx = /3 tan x = -J/3
T T
X = — X = ——
3 3
{x:x=§+kn;kel} {x:x:—-% +kn;kez}

es decir, el conjunto solucion es:

{x P X = % + knox=- % + kn; ke Z} que puede escribirse:

{x:x:i% +kn;keZ}.

En el caso de la tangente es conveniente considerar como intervalo basico

(-90°; 90°) o (:_in—; —;—) en lugar de [0;180°] pues de esa forma se

trabaja con angulos agudos y sus opuestos y todos los valores del intervalo estan de-
finidos. W

Ejercicios (epigrafe 9)

1

. Considera el origen de coordenadas como vértice de los angulos cuyas amplitudes
son las siguientes: 45°, 135°, 305°, 710°, -30°, -120°, -315°, - 430°. (En qué cua-
drante se encuentra €l lado terminal de cada uno de estos angulos?

. Representa graficamente los angulos generados en cada uno de los conjuntos si-
guientes, para k = 0;+1;+£2

a) {0° + k - 180°] b) {90° + 2k - 180°) c) {0° + 2k - 1800}
d) {180° + k - 90°) e) 450 + k + 909} f) (60° + k - 1809}

. Determina para cada uno de los siguientes angulos un angulo coterminal entre 0°

y 360° o entre 0 y 27 segun el sistema utilizado.

a) 4 380° b) 3 675° c) 27 134° d) 515,6°
e) 7 584.,4° f) 438,5° g) 3 205,6° h) - 1573°
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i) - 157° j) - 479,7° k) - 476° - 3721,3°

m) 227 n) 172" a) 47 o) - 17x

p) - 167 qQ - L 1) 7,12 s) - 2,04
5 4

) - 6,13 w - 0,25 v) - 22,3 w) - 12,51

4. Dados los conjuntos de cantidades de amplitudes siguientes, comprueba en qué
casos se trata de angulos coterminales y determina en esos casos, cual es la am-
plitud principal correspondiente.

a) |2 015° 1 2950 575°) b) {4739, — 247 1 1930}
c) {3959 1 1159 1 3159 d) {4459, 1 165° 1 885°)
e) (4440 1 1640 1 514°] f) {8939, — 547°; 1 2539

5. Reduce al primer cuadrante las razones trigonométricas de los siguientes angulos
y calcula su valor.

a) 285° b) 310° c) 2940 d) 306°21'  e) 276°

f) 148° g) — 420 h) - 1250 i) - 2220 i) - 3150
k) 748°12' 1) 847° m) 1 035° n) 3 889° 7) 5 3900
0) 6 120°  p)- 1235 @) 2723 r) 0,85 s) - 1,20
t) - 7,24 u) - 6,01 L w) 447 x) - 497
y) 22n 2 3

6. Calcula el valor de:

a) sen (- 45°) b) cos (- 30°) c) tan (- 120°) d) cos (- 1359
e) tan (- 210°) f) sen (- 300°) g) tan (- 240°) h) sen (- 225°)
i) cos (- 315°)  j) sen 1 000° k) cos 10 1) tan 3,21

7. Halla el valor de las siguientes razones trigonométricas:

a) sen 1 125° b) cos 2 820° c) tan 1 320°
d) tan (- 1 500°) e) cos (- 4 680°) f) sen (- 1 500°)
Iln hY 4 . 177
) sen h) cos {- — i) tan (-
®) sen — G - =)
j) tan (- 2,2) k) sen (- 0,81) 1) cos 2,28

Funciones trigonométricas

10. Definicion de las funciones trigonométricas

Cada numero real representa la medida en radianes de un angulo, esto significa
que al numero real se pueden hacer corresponder las razones trigonométricas de ese
angulo.
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Definicién 1

Se llama funcion seno a la funcion que a cada numero real x le asocia sen x.

En otras palabras la funcion seno esta -formada por los pares ordenados
(x; sen x) con x €R.

Esta funcion tiene como dominio al conjunto de los niumeros reales, en simbolos:
Dom (sen x) = R.

a) Calcula los valores que se indican de la funcién flx) = sen x. sen—~ ; sen —42;
sen 1,5. 4 3

b) ¢Cuales de los siguientes nimeros pueden ser valores de la funcién
— 1 _ 1
flx) = sen x: V3; —; 4;- V2 - — ;0.
V3 2

c) Determina para qué valores de x la funcién y = sen x alcanza el valor: 1, -1, —; .

Resolucion
n V2 1 ,
a) sen : = —7 7 es un angulo notable y conocemos su valor.
4 T V3
sen = -sen — = - —,;
3 3 2

1,5 no representa un angulo notable y utilizamos la tabla:

180

/e

o
sen 1,5 = sen|:1,5 . :| = sen 86,0° = 0,998.

b) Sabemos que |sen x| <1, luego la funcion no puede tomar valores fuera del in-
tervalo [-1 ; 1], o sea, _ B
no puede tomar los valores V3, 4, -2

c) Para contestar a estas preguntas se deben resolver las ecuaciones: sen x = |

sen x = —-1;sen x = —;— . Sabemos obtener el conjunto solucién de cada una de
ellas:
para sen x = I:

{xelR: x = % + 2kn, kez} - {xeLR L x = (4k + 1)% ,kez};
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para sen x = — 1

{xe[R:x=—3—275-+2kn,keZ§ ={xelR:x=(4k+3)—72l,keZ};

parasenx:%:{xelR:xz% + 2kn o x = 2km + —Sgn—,kelz. |

Definicién 2

Se llama funcion coseno a la funcion que a cada numero real x le hace corres-
ponder cos x.

En otras palabras, esta funcion esta formada por los pares ordenados (x ; cos x).
La funcion coseno tiene como dominio al conjunto de los nimeros reales, en
simbolos: Dom (cos x) = R.

11x

a) Calcula los valores que se indican de la funcién f(x) = cos x; cos ;
cos (- 27); cos 7,4. 2

b) Determina para qué valores de x la funcién y = cos x alcanza los valores

siguientes: — —; . V2, 0.

Resolucion
a) cos L = Cos —31 =0
2 2
cos (- 2n) = cos 27 = 1;

180

T

Mo
cos 7,4 = cos[7,4 . J = cos 424,0° = cos 64,0° = 0,438;

b) Para contestar a esta pregunta se deben resolver las ecuaciones: cos x = —
cos x = /2, cos x = 0.
Conocemos el conjunto solucion de cada una de ellas ; para cos x = —

|-

0| —

{xem;x=-%’i+2kn o x=—43’l+2kn,kez};

para cos x = J/2: como |cos x| <1, no existe x tal que cos x = /2, S= ¢, o sea,
no se cumple la igualdad para ningun valor de x.

para cos x = 0 : {xe[R x = 2k + 1)—27E ,keZ}. [ ]
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Definicién 3

Se llama funciéon tangente a la funcion que a cada numero real

xzQk + 1)% , k€ Z se le hace corresponder tan x.

El dominio de la funcidén tangente es entonces el conjunto de los numeros reales
e . T . .2
que no son multiplos impares de 3 , es decir, en los que la funcion coseno no se

anula y, por tanto, esta definida la tangente. En simbolos:

Dom (tan x) = IR\{erR:x = 2k + 1)—;—- ; ke Z% o

Dom (tan x) = { xeR: xz(2k + 1)% }
En otras palabras, la funcion tangente esta formada por los pares ordenados:

(x ; tan x) con x#(2k + 1)%

a) Calcula, si est4 definido, el valor de la funcién y = tan x en los puntos siguien-

tes:ﬂ;—3£;1;— 1.
4 2 6
b) Resuelve las ecuaciones tan x = 0; tan x =3; tan x = - 1/3,

tan x = 0,5.
Resolucion
a)tan — = 1.

4

3
La tangente no esta definida en —9-25— pues cos -Tn =0 'y, por tanto,

—?-25— ¢ Dom (tan x).

Para calcular tan 1 es necesario utilizar la tabla:

tan 1 = tan [1 . 180 }0 = tan 57,3° = 1.56.
T
tan(__’i) - _tan® -~ o _os77.
6 6 3
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b) Ya conocemos el conjunto solucion de la ecuacion
tan x = 0 : {xeR : x = kn. ke Z};
como en ningun angulo notable tan x = 3, es necesario buscar en la tabla y en-
contramos: tan 71,6° =3,00613,01, luego con tres cifras esenciales el angulo es
de 71,6° en el sistema sexagesimal; para obtener el valor de x es necesario expre-

. . /e
sarlo en el sistema circular ; 71,6° .

~ = 1,25 y el conjunto solucién es :
{x elR: =125 + kn, ke Z};

para tan x = - |/3 conocemos el conjunto solucion.

{xe[R:x

|
wlxa

+ kn,kezg. =

Ejercicios (epigrafe 10)

1. Analiza si los pares ordenados siguientes son elementos de la funcion
flx) = sen x.

a) (-m;1) b) [—321;0] c)[ _ Iz, 1J

2
d) (18:0) e) (127 0) f) Lﬂ ;—ViJ
4 2

2. Determina para qué valores de x la funcion y = sen x alcanza el valor: —1 :
ﬁ;-—l/g—;O.ZS;—O,l V3 -3

2
3. Analiza si los pares ordenados siguientes son elementos de la funcion

y = COS X

a) (0;1) b) (r: 1) C)L%E;OJ

d) (- 67;1) e)(-2:1) f) [—TE ,EJ

4 2
g)[_l;l} h)|:_5_7i;£:| i)liﬁ;hﬁjl
3 2 6 2 4 2

197
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4. Determina para qué valores de x la funcion y = cos x alcanza los valores siguien-

tes: 0 ; i --11-3--.:, -—V-z— 0,12 ;- 0,24, ]/5 — \/7
2 2 2

5. Analiza si los pares ordenados siguientes son elementos de la funciéon y = tan x.

a) (0 : 0) b) (x i~ 1) c)L% ;1}
d) (- 127 :0) e)tﬂ ;1} f)Lﬁ;—l]
4 4
- l/§:| ':Sn —J .
)L—i AL hy | =%, - 3 ) (3:0)
& 6 3 3 v ’

j) (- 87 . 0)
6. Determina para qué valores de x la funcion y = tan x alcanza los valores si-

guientes: 1; 0, - V/3; ;: ;0,21 ;- 223

7. Sea flx) = sen x, calcula:

gy LO3/D) + 20) + f3n/4) b) 2/A57/6) - fAx/4) - 3 fl4x/3)
3IN=/6)
8. Si g(x) = cos x y h(x) = tan x, calcula: 3
| 5 — g(57/6)
a) — g(x/4) + h(4x/3) + 2
2 g(3n/4) h(r/4)
C)l/ g(117/6) + h(57/4) 0 l/ (4x/3) + 8 g(72/6)
' I + h(xn) £(0)
e) g(5n/4) « g(n/4) + 3g(4rn/3) ) g 2n/3) — h(n/6) - g(n/4)
h*(2r/3) g(0) « h(57/4)

9. Prueba las siguientes igualdades, si f{x) = cos x, g(x) = sen x
y h(x) = tan x

2/Hn/3) - gl-n/6) . 1 feni3) = 0
h(57/4) 2
b) 4f (-n/6) — g¥7=n/4) « h (47/3) + hz/4) = 3/3 + 16
12/A57/6) — 2g¥5n/4) 16
1 22 - V3
) ——— — - hQ2n) - g(3n/4) = —/——
c 1776 fln) (2n) - g(37/4)
1
d) fl-=/4) - h(n) - 2g(27/3) - = -
fiox S I(z/6)
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fAQ2r/3)  flon) - h(5n/4)

) g(n/6) 1+ f"(37r) 9“5_ 11
€ =
5 _ h¥5n/3) + 12 flx /3) 41
1 - 2 g(3n/4)

10. Resuelve las siguientes ecuaciones si 0 < x < 2rx

a)2senx+1=0 b)tanx -1 =0

1
cos x

=2 d) sen?x — sen x = 0

c)

11. Resuelve las ecuaciones del ejercicio 10 para x € R.

12. Simplifica las siguientes expresiones:

tan2x + 1 cos?x + sen(r + x) - sen(n — x)

a)

sen(-x) + cos(-x) ' 1

sen(n/2 - x)

py an (/2 +0) [tan (-0 + 1]
sen?d - cos?d

sen’x - 1 ) 1

cos (7 + x) cos (-x) [1 + tan¥(-x)]

c)

13. Determina el dominio de definicion de las siguientes igualdades:
a) sen x + cos x = /2 cos (n/4 - x)

b) 2008 2X oy c)l/ Lroosx _n X
1 - cos 2x 1 - cos x 2

11. Funcion seno, representacion grdfica y propiedades

Como la funcion seno satisface sen (x + 2kn) = sen x, k €Z, basta representarla
en un intervalo de longitud 2x. Para hacerlo en el intervalo (0; 27) calculamos al-
gunos valores y los representamos en una tabla como la siguiente:

Tn 2n 3n Sn Iln

12 3 4 6 12

Sn
12

n n
3 2

T
12 6 4

senx| 0] 026 | 05 0,71 ] 087 | 0,97 1,0 0,97 | 087 [ 0,71 0.5 0,26

13n Tn Sn 4 17n 3n 197 Sn Tn Iln 23n
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

senx| 0] -26 | -5 =71 -871 -97 1| -1 -97 | -87 | -71 -5 -,26
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Al representar estos pares ordenados en un sistema de coordenadas se obtlene
una grafica como la que se muestra en la figura 3.30.

y
1,00 3

e P o
Do Ty
[
0,50 e 1 I : Ly
O Tn S W Ir
| | |
1 1 1 | 1 L L o 6 4 2 4 6 -
LS 1 T 1
0 L. 7 3n 37 I | P x
6 4 3 2 3 4 6 A | T
-0,50+ 4 I e
i i |
L] L]
- 1,004 o & o
Fig. 3.30

Si aumentamos el numero de puntos se obtiene una idea cada vez mas aproxi-
mada de la grafica de la funcion seno. En cursos posteriores podras convencerte de
que esta grafica es una curva que contiene todos los puntos de la forma (x; sen x)

que puedes obtener (fig. 3.31).

y
R

0,50 4

ol |

-0,50

-1,00 J
Fig. 3.31

Como los valores del seno se repiten en cada intervalo de longitud 2r, la grafica de
la funcion seno en todo intervalo de la forma [-4; A] se obtiene trasladando la por-
cion de grafico que corresponde al intervalo [0; 27] en ambos sentidos tantas veces
como sea necesario. En otras palabras *‘se repite’ a derecha e izquierda el grafico de
la figura 3.31 (fig. 3.32).

En este grafico pueden apreciarse algunas de las propiedades de la funcion seno.

N n TN I/‘\ NG
. U n 0 ™~_ N_ -

Fig. 3.32
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La proyeccion de la grafica cubre todo
el eje “‘x”’

La proyeccion sobre el eje ““y > cubre
este intervalo pues |sen x| <1.

En estos puntos sen x = 0 y la gra-
fica corta al eje*“ x .

La grafica es simétrica respecto al ori-
gen pues sen(-x) = -sen x.

Se alternan intervalos de crecimiento
y decrecimiento.

Dominio: R
Imagen: [-1;1]
Ceros:x =kn,keZ
Paridad: impar

Monotonia: no es monotona

Aunque la funcion seno no es monotona, en cada cuadrante si lo es, por lo que
es muy facil recordar como varia la funcion seno en el intervalo fundamental [0; 27]:

[0;7/2] [7/2;7] [7;37/2] [37/2;27]
subintervalo I cuad. IT cuad. III cuad. IV cuad.
variacion creciente decreciente decreciente creciente
0al l1ao0 0a-l -1ad0
signo + + - -

Atencioén: Si recuerdas el grafico de la funcion seno en el intervalo [0; 2], puedes
fijar con facilidad estas propiedades.

Ejemplo 1
¢Cuales de los siguientes niimeros pueden ser valores de la funcién seno:
0.5: 3 7% L 0s 1 -1 0.4 - L
3 2
Resolucion

Como la imagen de la funcion seno es el intervalo [-1; 1], no puede tomar los
valores que quedan fuera de ese intervalo: 3; /2 y ~1,5. Entonces la funciéon seno
puede tomar los valores:

0.5;--113—;0;— 1;—0,4y——1. |
3 2

Analiza la monotonia de la funciéon seno en el intervalo dado:

a) [37/4; 57/4] b) [77/6; 27]
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Resolucion

, 5 .
a) --3:?— es un angulo del segundo cuadrante y -Tn es un angulo deltercer cuadran-

te. En el segundo cuadrante la funcidn seno es decreciente y en el tercero también
(fig. 3.33a), luego la funcion es mordtona decreciente en el intervalo dado.

1,00
Sn
0,5 2
h 4 2r
0 T .
37 TN x
-0,5 4
-1,00 -

a)

-0,5
-1,00

<~

b)

Fig. 3.33

b) —75— es un angulo del tercer cuadrante y 2n es el extremo superior del cuarto cua-

drante; la funcion seno es decreciente en el tercer cuadrante y creciente en el
cuarto (fig. 3.33b), luego el intervalo dado no es un intervalo de monotonia y es
necesario descomponerlo en dos subintervalos: [77/6 ; 37/2] comprendido en el
tercer cuadrante y [37/2 ; 2n] comprendido en el cuarto cuadrante.

La funcion seno es decreciente en el primer subintervalo y creciente en el segun-
do. N

Como sabemos, todos los angulos coterminales con uno dado tienen el mismo
seno: sen (a + 2kn) = sen a, k € Z- Esta igualdad representa una propiedad de la
funcidn seno que es un caso particular de una propiedad general.

Definicion 1

Una funcion real, f es periodica si existe un numero real T, tal que para todo
elemento, x, del dominio de la funcion se cumple flx) = flx + 7). El numero
T recibe el nombre de periodo de la funcion.
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Ahora puede afirmarse:

La funcion seno es periodica, cualquier multiplo entero de 2n es un periodo de
la funcion seno.

En la grafica, la periodicidad de la funcion puede apreciarse porque puede obte-
nerse ‘‘repitiendo” indefinidamente la grafica de cualquier intervalo de longitud 27.
Estos hechos permiten comprender mejor por qué las ecuaciones trigonométricas
tienen infinitas soluciones.

Resuelve e interpreta graficamente la ecuacién sen x = 0,5.

Resolucion

Ya conocemos el conjunto solucion de esta ecuacion:

SzgxelR:x:—g- + 2kn o x:--§-67i+2k7rkel.

Para la interpretacion grafica observemos que el conjunto solucion debe estar
formado por las abscisas de los puntos de interseccion de la grafica de la funcion se-
no y la recta y = 0,5 (fig. 3.34). En la grafica puede comprenderse que este conjunto
es infinito. W

En la grafica de la funcion seno también pueden apreciarse otras propiedades de
esta funcion.

NG P TN P y=05
Z RN . N\, Z N 7 N\ >
\/ 0 \/ \_/ x
Fig. 3.34

El valor maximo que alcanza la funcidén seno es 1 y lo alcanza en los puntos
T T . .
x = 5 + 2kn = (4k + 1)3, k € Z; estos son 10S puntos de maximo de la funcion

seno.
El valor minimo que alcanza la funcion seno es - 1 y lo alcanza en los puntos
3
x = -7” + 2kn = (4k + 3)% , k € Z, estos son 10S puntos de minimo 9d€ la funcion
seno.

Ejercicios (epigrafe 11)

1. ¢{Cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion y cuales no? Fundamenta.
a) sen x = 1,3 b) |sen x| = 4 c) 3sen x = 2
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d)dsenx+2=0 e) sen x = 0,83 f) |sen x|

1
2

g) -2 sen x = 4 h)3senx - 6 = -4 i)2senx =0

2. ¢Posee la funcion fx) = sen x ceros en los intervalos siguientes? Determinalos si
existen.

a) n/2 < x<0 b) /3 < x < 3n/2 c) - <
d 14 < x<15 e) -7 < x<-3 f) -n/2

3. Determina el signo de la funcidon y = sen x en los siguientes intervalos.

a) 0 < x < n/2 b)-n/2 < x<n c)n/3 < x<2rn
d)-37/2 < x<0 e)n/2 < x<2n ) n/2 < x < 57/2
g) n/d < x < 57/4 h) 0 < x < =n/3

4. Determina en qué puntos de los siguientes intervalos la funcion y = sen x posee
valores maximos o minimos, determina ademas estos valores.

a)0< x<rn b) n < x< /2 c)-n/2<x<nr
d2rn<x<0 e) 3n/2 < x < 5x7/2 Drn<x<3n
g) n/2 < x < 57/2 h) -7/2 < x<0

5. Determina grafica y analiticamente los puntos de interseccion de las graficas de
las funciones.

a) flx) = sen x y g(x) = V3/2
b) filx) = sen xy g(x) = V2/2
c) flx) = sen xy g(x) = 0,7

d) fix) =sen xy glx) = - 0,5

12. Funcidn coseno, representacion grdfica y propiedades

Al igual que para la funcion seno, es suficiente representar graficamente la fun-
cidn coseno en el intervalo [0;27]. Calculemos algunos valores y construyamos la ta-
bla siguiente:

0 T n 7 n Sn n Tn 2n 3n Sn Iln
x - il _ il il - | == -

12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
cosx | 1 ]0,97 0,87 0,71 0,5 026 | 0 -26 | -5 =71 -.87 -97

13n Tn Sn 4 177 3n 197 Sn Tn Iln 23n

x n|—  — _ —_— _ | —

12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

cosx | -1| -97 -.87 =71 -5 -,26 0 0.26 | 05 0,71 0,87 0,97

Al representar estos pares ordenados en un sistema de coordenadas se obtiene
una grafica como la que se muestra en la figura 3.35.
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Fig. 3.35

Si aumentamos el numero de puntos se obtiene una idea cada vez mas aproxi-
mada de la grafica de la funcion coseno. En cursos posteriores podras convencerte
de que esta grafica es una curva que contiene todos los puntos de la forma

(x; cos x) que puedes obtener (fig. 3.36).

v )

1,00 ¢
0,60

0,20

[SUEY

-0,20

-0,60

- 100

Fig. 3.36

Aligual que en el caso de la funcidn seno, la grafica de la funcion coseno en todo
R se obtiene trasladando el grafico correspondiente al intervalo [0; 2z] en ambos
sentidos tantas veces como sea necesario. En otras palabras ‘‘se repite’” a derecha e

izquierda el grafico de la figura 3.36 (fig. 3.37).

~ PN /y?\ E w7

-4 \1_/ “2n \_/ I NS N 4En

Fig. 3.37
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También en este caso utilizamos el grafico para reconocer las propiedades de la

funcion coseno:

Dominio: R

Imagen: [ - 1; 1]

Ceros: x = 2k + 1) % keZ

Valor maximo: 1

Puntos de maximo:

2kn, k eZ

Valor minimo: -1

Puntos de minimo:

Rk + 1), ke
Paridad: par

La proyeccion de la grafica cubre todo
el ejex.

La proyeccion sobre el eje 'y cubre
este intervalo pues cos X < 1.

En estos puntos cos x = 0 y la gra-
fica corta al eje " x”
Es el extremo superior de la imagen.

En estos puntos cos x = 1.

Es el extremo inferior de la imagen.

En estos puntos cos x = -1.

La grafica es simétrica respecto al

eje "y pues cos (-x) = cos x.

Se alternan intervalos de crecimiento
y decrecimiento.

El grafico se obtiene ‘‘repitiendo”
cualquier seccion de longitud

2kn, kel.

Monotonia: no es monoétona

Periodo: 2krn, keZ

Igual que la funcion seno, la funcidon coseno es monotona, en cada cuadrante. El
cuadro que sigue resume la variacion de la funcion coseno en el intervalo funda-
mental [0; 2n]:

[0; =/2] [n/2; 7] [m; 37/2] [37/2; 27]
subintervalo I cuad. IT cuad. III cuad. IV cuad.
variacion decreciente decreciente creciente creciente
1a0 0a-I -1a0 0al
signo + - - +

Atencién: Debes recordar el grifico de la funcién coseno en el intervalo [0; 27],
para fijar con facilidad estas propiedades.

Analiza la monotonia de la funcién coseno en el intervalo [12,8; 14,3].

Resolucion

Al dividir 12,8 entre 27 (6,28) encontramos que la parte entera del cociente es 2, lue-
go 12.8 es coterminal con:

12,8 - 2 .6,28 = 0,24
como 0 < 0,24 < 1,57; 0,24 es un angulo del primer cuadrante.
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Analogamente: 14,3 - 2 6,28 = 1,74 ycomo 1,57 < 1,74 < 3,14; 1,74 es un
angulo del segundo cuadrante.
Luego, la funcion coseno es decreciente en el intervalo dado (fig. 3.38). W

y

|
| 143=1256+174
i

4n~12,56 4”+ﬁ 1 x

Fig. 3.38

Indica el valor mdximo y el valor minimo de la funcién coseno en el intervalo dado:

a) [n/6; 37/8] b) (3z/5; 4n/3] c) [27/3; 137/4]

Resolucion
a) Ambos angulos son del primer cuadrante, en este cuadrante la funcion es decre-

. . T , . in
ciente y, por tanto, alcanza el maximo en —g y el minimo en -T:

valor maximo: cos % = 0,866 valor minimo: cos 382 = 0,3827

b) —351 es un angulo del segundo cuadrante y 4—; del tercero, como la funcion

coseno es decreciente en el segundo cuadrante y creciente en el tercero, alcanza
su valor minimo en = que es el valor que separa ambos cuadrantes. Para encon-
trar el valor maximo comparamos los valores en los extremos del intervalo:

cos 3—5” = -0,309 > - 0,5 = cos 4Tn Luego:
valor maximo: cos -—351 = - 0,309 valor minimo: cos © = - 1
137 2n 31 . . ,
c) 2 - —-3—- = T > 2, luego este intervalo incluye un periodo completo de

la funcion y necesariamente alcanza sus valores maximo y minimo:
valor maximo = 1 valor minimo = - 1. W
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Ejercicios (epigrafe 12)

1.

¢Cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion y cuales no? Fundamenta.
a) cos x = 0 b) 4 cos x = 3 c)|cos x|=10,5
d2cosx-3=0 e)|cos H| =15 f)cos x = - 2,3
g)2cosx+5=13 h) 2 cos x = 3Y3

non

. 6Posee la funciéon flx) = cos x, ceros en los intervalos siguientes? Determinalos

si existen.
a) 7 < x< n/2 b) /6 < x < 2rm c)-n/2 < x<n
d3I<x<12 e)-2<x<090 ) -52/2 < x< n/4

. Determina el comportamiento de la funcidon y = cos x respecto a la monotonia en

los intervalos siguientes:

a) -n/2 < x<0 b) -7 < x< n/2 c)rn < x< 3r
dr/3 < x < 37/2 e)n/d < x < 3n/4 f) n/3 < x< /3

. Determina el signo de la funcion y = cos x en los intervalos siguientes:

a) r<x<nr b) -n/2 < x < n/2 c)-2r<x<0
d0<x< 3n/4 e)n/2 < x < 11z/6 f)37/2 < x < 3=

- Determina en qué punto de los siguientes intervalos la funcion f{x) = cos x posee

valores maximos o minimos; determina, ademas, estos valores.

a)-n/2 < x< /2 b)-n<x<nr ¢)-2n < x < -n/2
d0o<x<nr e)n < x < 5n D3n/2 < x < 77/2
g) /2 < x< 3n h) -37/2 < x <2rn

. Determina grafica y analiticamente los puntos de interseccion de los graficos de
las funciones:
a)g(x) =cosx y flx) =0,5 b) g(x) =cosx y fix) = L;—
c)gx) =cosx y h(x) = -V2/2 d)gx) =cosx y h(x) =02

13. Funcidn tangente, representacion grdfica y propiedades

Como para la funcién tangente se cumple que: tan (o + 7) = tan a, basta repre-

sentarla en un intervalo de longitud =.

. . , - . . T
Como ademas, esta funcidn no esta definida en los multiplos impares de 3 ,

escogeremos el intervalo ( — n/2; n/2) para trabajar en un intervalo en el cual esta
definida en todos los puntos.

Sn n n n -n n .4 T T Sn

x - - - =] - = 0 _— — — —
12 k) 4 6 12 12 6 4 3 12
tan x =37 -1.7 -1 -.58 =27 0 0,27 0,58 1 1,7 3,7

209



Al representar en un sistema de coordenadas los pares contenidos en la tabla an-
terior, se obtiene una grafica como la representada en la figura 3.39.

Aligual que en las restantes funciones, si determinamos mas puntos, como se ha
hecho en la figura 3.40 donde se han determinado 12 puntos mas, podemos tener
una idea mas aproximada de la grafica; en este caso aparece otra dificultad que no
existe para las funciones seno y coseno: determinar como es la grafica con x proxi-

T s . , .
mo a —5 ya - — . En cursos posteriores podras demostrar que la grafica es una
curva que contiene todos los puntos obtenidos (fig. 3.40) y se aproxima a las rectas

perpendiculares al eje “x’’ en % y - % indefinidamente sin llegar a tocarlas. Las

rectas con esa propiedad se llaman asintotas de la curva.

y
' y ] ‘
[ 8,00 : i 8,00 -] :
1
! I | !
I
| ! | 1
| 600 ! ! 6,00 i
. 1 >
! | | [
[ I : :
i
! [} | 1
I « ' ’ 400 :
1 4,00 . ! , 00 !
I | 1 ]
! | ! :
] | : :
: 2,00 ° : 1 2,00 I
| | ' :
| ° | |
I ° l 1 |
| e I | l
$ — — —
i o 0 HER® 3 0 I
| 2 ° | 3 21 '2
| ! ! !
. | . |
! ~2,00 1 ! ~2,00 -
] . H ] ’ !
| | : !
I | K :
| | H
e | 1 !
: - 4,00 | ; -4,00 :
i ! ] ]
i ' I '
]
|
i : | :
| - 6,00 | : - 6,00 :
| | i |
| | 1 :
I
| ! i |
' ~8,00 ! ! - 8,00 - !
] '
Fig. 3.39 Fig. 3.40

La grafica de la funcidén en todo R se obtiene trasladando la grafica obtenida en
ambos sentidos indefinidamente (fig. 3.41).
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Fig. 3.41

De esta grafica se pueden obtener algunas propiedades de la funcion tangente:

Dominio: R\ {(2k + 1)% kel

Imagen: R
Ceros: x = kn ; keZ

Valor maximo: no tiene
Valor minimo: no tiene
Paridad: impar

Periodo: krn, ke Z

La tangente no esta definida en los pun-
tos que excluimos.

La proyeccion cubre el eje “y .

En esos puntos la grafica corta al eje *"x:
tan kx = 0.

Toma todos los valores reales.

Toma todos los valores reales.

La grafica es simétrica respecto al ori-
gen tan (-x) = —tan x

tan (o + kn) = tan « (fig. 3.41):
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En la grafica se aprecia que en cada intervalo que no contiene multiplos impares
T .r . .
de — la funcion es creciente; sin embargo, la tangente no es monétona porque al

pasar de uno de esos intervalos a otro no crece. Por ejemplo:

%<nperotan% =Y3 >0 = tan .

a) Calcula los valores que se indican:
tan ; tanﬁ-; tan 7.
4 4

b) Resuelve las ecuaciones:

tan x = --V—3; tan x = -6; tan x = 0,0524.

Resolucion:

a) tan -Z— =1 -475 es un angulo notable.

tan —éi = tan—z = 1.
4 4

o]
tan 7 = tan (2 - 3,14 + 0,72) = tan 0,72 = tan |:0,72 . 180 ]
m

tan 41,3° = 0,877.

s
3
tan x = — 6 ; en la tabla encontramos: tan 80,5° = 59758 y

[80,5° . 187:)° :Irad = 1,41 rad, luego

b) tan x :s:{x:—;E + km; k €Z}

80,5°

s ={x=-141 + kn; kel
tan x = 0,0524 ; en la tabla encontramos : tan 3° = 0,0524 y

3° = [3° . x :Irad = 0,0524 rad, luego
180°

s ={x=0,0524 + kn : keZ,. B

Observa que para valores pequefios del argumento (|x| <0,1) se cumple que
tan x=x.
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Muchas veces se usa la funcién definida por la igualdad cot x =

tan x

, para

los valores de x tales que tan x # 0. Representa esta funcién graficamente y analiza
sus propiedades.

Resolucion

Como tan x tiene periodo n, basta representarla en un intervalo de longitud = y como

tan x = 0 (la funcién cot x no esta definida en 0) escogemos el intervalo (0 ; =):
n T T T S5n n Tn 2n 3n Sn In
x |= 1 Z z I I 22D
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
cot x | 3,7 1,7 1 0,58 0,27 0 -,28 -,58 -1 -1,7 -3,7

Al representar en un sistema de coordenadas los pares contenidos en la tabla an-
terior, se obtiene una grafica como la representada en la figura 3.42.

y
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Fig. 3.42
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Como sabemos que la grafica de la tangente es una curva, la grafica de la nueva
funcion debe ser una curva que contenga los puntos encontrados (fig. 3.43). En este
caso las asintotas son las rectas x = 0 y x = n. Trasladando la grafica obtenida en
ambos sentidos se obtiene la grafica pedida (fig. 3.44). W

4
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J 0,00 | ;
| ! |
) ! |
) 4-200 I I
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| | |
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1 : |
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| 1% l :
| ! |
| | |
I ! |
{ 4-6,00 | I
i / |
| Fig. 3.44 ' '
Las propiedades pueden inferirse de la observacion de la grafica:
Dominio: R \{kz : k eZ| En los puntos excluidos:
tan x = 0
Imagen : R La proyeccion cubre el eje y.
e ) o .
Ceros: x = (2k + 1) 3 kel En esos puntos la grafica corta al eje x:
T
cot(2k + 1) 5 = 0.
Valor maximo: no tiene Toma todos los valores reales.
Valor minimo: no tiene Toma todos los valores reales.
Paridad: impar La grafica es simétrica respecto al ori-
gen cot -x = - cotx
Periodo: krx cot (a + kn) = cot a.
Monotonia: no es monotona En cada intervalo que no contiene pun-
tos de indefinicidn es decreciente.
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Ejercicios (epigrafe 13)

1. {Cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucioén y cuales no? Fundamenta.

a)tan x = 0 b) 3tan x = 1 c)tan x - 1,5 = 122
d) 2tan x + 5 = 10! e) tan x = -10'% f) [tan x| = 23,4

2. (Posee la funcion flx) = tan x ceros en los intervalos siguientes? En caso afirma-
tivo determinalos.
a) 1< x<n b) 2n < x < -n c)3I< x<6,2
d-2n < x< /2 e) n/2 < x < 3n/4 f) n < x< -n/3

3. (En qué puntos de los siguientes intervalos no esta definida la funcion y =tan x?

a) 0 < x < 3n b) -7 < x <n c) /3 < x < 5n
d) 27 < x <0 e) -3n/2 < x < 57/2 f)2r < x < Tn

4. Determina el signo de la funcién y = tan x en los siguientes intervalos:

a) 0 < x <3n b)-n < x <0 c) -n/2 < x < Sn/2
d) n/3 < x < 3n/2 e) 0 < x < 57/4 f-1lz/6 < x <O

5. Representa graficamente la funcion flx) = tan x en los intervalos siguientes:

a) 7/4 < x < 3n/4 b) n < x < n/2 ¢)-3rn<x<0
d) 7/6 < x < 57/6 e) 0 < x<n f) -n/2 < x < 2n

6. Determina grafica y analiticamente los puntos de interseccion de los graficos de
las funciones:

-1

-4,2

a)y=tan xyy

V3 b)y=tanxyy
c)y=tanxyy=2

dy=tanxyy

14. Oscilaciones armonicas

Numerosos fendmenos fisicos se pueden describir mediante ecuaciones de la for-
ma:

y = A sen (wl + @) y = A cos (wt + @)

Estas son las ecuaciones de las oscilaciones armonicas y las representaciones
graficas de las funciones definidas por ellas son sinusoides; para trazarlas y analizar-
las se utilizan las propiedades de las funciones trigonométricas estudiadas.

Ejemplo 1

Representa graficamente y analiza las propiedades de la funcién definida por la
ecuacion y = 2 sen f.

Resolucion

Sabemos que el factor 2 representa una dilatacion en el sentido del eje y, es decir,
la grafica de la funcion se obtiene duplicando las ordenadas de la funcion seno
(fig. 3.45).
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De esta grafica pueden obtenerse las propiedades de la funcion:

0

KUy g

-
2.00

Fig. 3.45

Dominio: R

Imagen: [-2 ; 2]
Ceros: x = kn B kel
Paridad: impar
Periodo: 2kn

Valor maximo: 2

Puntos de maximo: x = (4k + l)%

Variacion en [0 ; 27]:

La proyeccion cubre este intervalo.

Valor minimo: -2

puntos de minimo: x = (4k + 3)-;

subintervalo [0;7/2] [n/2:n) [7:37/2] [37/2:2x]
I cuad. Il cuad. 1T cuad. IV cuad.
variacion creciente decreciente decreciente creciente
0a?2 2a0 0a-2 -2a0
signo + + - —
i g

Todas estas propiedades se obtienen directamente de la grafica y de las propie-

dades conocidas de la funcion seno. B

Representa graficamente y analiza las propiedades de la funciéon definida por la
ecuacion y = cos 21.

Resolucion

El factor 2 representa una contraccion en el eje x; mas exactamente la grafica se
obtiene dividiendo por 2 las abscisas en la grafica de la funcion coseno. Para com-
probarlo se construye una tabla como la siguiente:
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0 n n n T Sw n Tn 2n 4 Sn lln
x _— i i = = _ = ] =
12 6 4 3 12 2 12 3 3n 6 12
T T T 2r Sn Tn 4rn In Sn B4
2x |0} — — — _— — T _ | — | — | —
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
cos2x| 1| 0,87 0,50 | 0,00 | -5 -.87 -1 -.87 -5 0,00] 0,50 0,87

Fijate que cada valor del coseno lo toma en una abscisa que es la mitad de la que
n 1 T
en — = — .« —
6 2 3

| T . ,
seno toma el valor 7 en —3 . De esta forma se obtiene un periodo completo en el

. 1
corresponde al coseno, por ejemplo: toma el valor 3 y el co-

intervalo [0 ; 7] que se obtiene dividiendo en dos partes al intervalo [0 ; 27]
(fig. 3.46).

Ty
Fig. 3.46

De esta grafica pueden obtenerse las propiedades de la funcion:

Dominio: R

Imagen: [-1 ; 1]

Ceros: x = 2k + DL kel Se obtienen dividiendo por 2 los ceros
4 de la funcioén coseno.

Paridad: par

2km

Periodo: --—2— = kn Se divide por 2 el periodo.

Valor maximo: | Valor minimo: -1
2kn

2
Se dividen por 2 los puntos de maximo y minimo.

= kr

Puntos de maximo: x = Puntos de minimo: x = (2k + l)—;—

La variacion en [0 ; 7] se muestra en la siguiente tabla, en la que los intervalos
se han dividido a la mitad:

subintervalo [0 : n/4] [n/4;7/2] [n/2;37/4] [37/4;7]
variacion decreciente decreciente creciente creciente
lao0 0a-l -l1ao0 0al
signo + - - +
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Representa grificamente y analiza las propiedades de la funciéon definida por la

ecuacion y = sen (t + % )

Resolucion
Ya conocemos que el sumando % representa una traslacion de —% unidades en el
sentido negativo del eje x, luego la grafica se obtiene desplazando la grafica de la

funcién seno, {— unidades a la izquierda (fig. 3.47).

Fig. 3.47

De esta grafica se pueden obtener las propiedades:

Dominio: R
Imagen: [-1; 1] i .
Ceros: x = kn - 7 =(4k-1) -— keZ Se resta — a los ceros de la
funcion seno.
Paridad: no es par ni impar No es simétrica respecto al origen ni al

eje y.

|

Periodo: 2k=n
Valor maximo: 1

Puntos de maximo: x = (4k + 1) = - % =8k + 1) =
2 4 4

Valor minimo: -1

Puntos de minimo: x = (4k + 3) —; - % =8k +95) %

9 - ¢ e .
Se resta — a los puntos de maximo y minimo de la funcion seno.

De la misma forma que los casos particulares puede investigarse el caso general;
sin embargo, no lo haremos asi. En cada oportunidad que sea necesario nos apoya-
remos en el andlisis del grafico teniendo en cuenta las observaciones siguientes:
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En las funciones definidas por ecuaciones de la forma:

y = A sen (wt + ¢) y = A cos (wt + @)

]A\ recibe el nombre de amplitud de la oscilacion, es el modulo de los valores
maximo y minimo de la funcion.

, . , s 2n
w esta relacionada con el periodo por la ecuacion w = -—T

recibe el nombre de frecuencia angular.
@ representa el valor del argumento cuando ¢t = 0. Se le llama angulo de fase
inicial.

Representa grificamente la funcién definida por la ecuaciéon y = 3 cos (2 ¢ - 7).
Determina su amplitud, periodo y dangulo de fase inicial.
Resolucion

Directamente por comparacion de la ecuacion dada con la forma general de las ecua-
ciones de las oscilaciones armonicas obtenemos:

|4| = 3; es la amplitud y la imagen sera [~ 3; 3].

2kn

w = 2; el periodo sera: T = = km.

@ = — m; es el angulo de fase inicial.

Para representar la funcion debemos tener en cuenta que su grafica esta com-
prendida entre las rectas y =3 y y=-3. Cuando t =0, y =cos (-n) =
= cos m = 1 (la fase inicial es - =), luego la grafica esta desplazada. Para hallar

el desplazamiento escribimos: y = cos (2t - 7) = cos 2 (t - % ) y esto significa
que la grafica se ha desplazado % unidades o sea medio periodo a la derecha (por-

que @ es negativo). La funcion esta ‘‘atrasada’ respecto al coseno (para t = 0 su ar-

gumento es negativo) (fig. 3.48).
0 /\ /\ /\ -
_r \ x
2 100 o
A
‘.on\J

Fig. 3.48

o4

200 =4

1,00 -4

YTV S
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En la figura 3.49 puedes observar que como

cos(t——;—) =cos(% —t) = sen ¢

grafica del coseno es la misma grafica del seno pero desplazada —72r— unidades a

la izquierda. El seno se ‘‘retrasa’’ respecto al coseno en la cuarta parte de un periodo.

La grafica es la misma con un desfasaje de 3 y es, por tanto, suficiente considerar

oscilaciones de la forma y = 4 sen (w? + o).

y
1,00

0,5 4

4 y=sen x
><\ /><\ Hos/

0

-0,5 4

-1,00 J

NS NS

Fig. 3.49
|

Ejercicios (epigrafe 14)

1.

Representa graficamente las funciones siguientes y analiza sus propiedades:

a) y = sen Ji b) y = sen t/3 c) y = sen 2nt
d))’:Sen% t e) y = sen 8¢ f)y:sen-%[—

. Representa graficamente las funciones siguientes y analiza sus propiedades:

a)y =4sent b) y = 2,5 sen ¢ c)y =0.2sent
d)yzésent e)y =3cost f) y = 3,1 cost
3. Representa graficamente las funciones siguientes y analiza sus propiedades:

a)y=45sent (-2 <t < 2n)

b) y = 0,75 sen ¢ (=37 <t < 3n)

¢)y=25sen 2t - <t < 2n)

d)y =3sent/2 (0 <1< 57)

e)y=O,Scos% t -3 <1< 3n)

)y =2cost/2 -2 <t <n)

g)y = 1,5 cos 2t (-7 <t < 2n)

h)y=% cos t/2  (cn<i<2m)

220



. Determina los valores maximos y minimos de las siguientes funciones en los in-
tervalos dados:

a)y =3sent (rn <t < 2n)
b)y = S5cost 0 < t<n/3)
c)y=2sent/2 0<r<2n

. Calcula los ceros de las siguientes funciones:

a)y=|/§sen% t (-47 < t < 3n)
b)y=85en%t (-r <t < 3n)
c)y = 2cos t/2 (-n<t<n)

d) y = 0,5 cos 2t (-27 <t < 2n)

. Determina en cada caso la ecuacion que se indica con los elementos dados:

a) y = asen bt con -23<y<23 PP=13n

b) y = a sen bt con - 4<y<4 PP:—g—
c)y = asen bt con -1 <y<1 Ple—n(")

. Determina el periodo P de las siguientes funciones:

a)y = 2,5 sen (4t - 27/3) b) y = 0,5 sen (3¢ + 7/6)
coy=12cos (2t + n/4) d)y =0,3cos(t/2 - n/6)

. Esboza los graficos de las siguientes funciones, e indica el periodo Py la ampli-
tud A4.

a)y =2 sen (1 + 37/4) b) y

= 0,8 sen (3t — n/2)
c)y=15cos (t/3 - n/6) d) y

0,2 cos (2t + n/4)

. Determina en cada caso la ecuacion que se indica con los elementos dados (#: va-
riable independiente).
a) y = A sen (wt + ¢) -3<y< 3}PP=mo=1
b)y = Acos (wt + ¢) |y|<1/27 PP =2r/3;¢9 =-2

Formulas de adicion. Consecuencias

15. Férmulas de adicion

Las identidades trigonométricas que hemos estudiado hasta ahora, relacionan los

valores de las funciones de un mismo angulo; en la practica se necesitan identidades
que relacionen las funciones de dos angulos.
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Teorema 1

Para todo par de angulos a y f§ se cumple:

cos (@ — ff) = cosa -cosff + sen a - sen fi

Demostracion
Consideremos en un sistema de coordenadas una circunferencia unitaria con cen-

tro en el origen y representemos de dos formas diferentes el angulo o - f§
(fig. 3.50).

74

A" (cos (a-ff).sen(a-f3))
(cosa.sena) 4

B (cos f;sen B)

|

|

n

|

- L
-

0 o e
a) b)
Fig. 3.50
Se tiene entonces que AABC = AA'B'C' porque:
|04 = 0’4’| = |0OB| = |OB'| =1 y <AOB = <A'0B =a - f.
De la congruencia de los triangulos se deduce que
|AB| = |A'B'|.

Por otra parte en el triangulo rectangulo ABC se tiene:

|4B| = |/ |AC|* + |BC|? : pero
|AC| = [sen a - sen f] y |BC| = | cos a — cos fi|
luego

| AB]| :l//lsenaASen B|* + |cos o — cos fi|? (1)

y analogamente en el AA'B'C' |A'B'| = [/}A'C']2 + |B'C'|* con
A'C'l = |1 - cos(a - )|y |BC| = |sen (a - f)|: por tanto,

JAB| = /|1 - cos (a— )|+ |sen(a-M2 ()
De (1) y (2) se deduce:

|cos o — cos |2 + |sen a — sen f|? = |sen(a — H)|? + |1-cos(a - f)|?
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de donde se obtiene sucesivamente:

cos?a — 2cos a - cos f + cos?f + sen’a — 2sen a - sen ff + sen?f =
=cos?(a - ) - 2cos (@ - B) + | + sen? (a - f).
2 - 2cosa-cosf - 2sena-senf =2 - 2cos (a - f)

y, finalmente

cos(a - f)) =cosa-cosff +sena-senf- A

Calcula cos TNZ conocidas las funciones trigonométricas de —Z- —: .
Resolucion

T (7r T ) T Vi1 T T
cos —— = cos\— - — =COsS — +COS — + sen — -sen —

12 4 6 4 6 4

= -.Q . _.l/_3 + _}./_g. . _1 = -.li_2_ [V§ + 1] B
2 2 2 2 4

Teorema 2

Para todo par de angulos a y ff se cumple:

a) cos (a + f)
b) sen (a + f)
¢) sen (a - f)

cosa-+ cosfi —sena - senfi
sen a + cos ff + cos a - sen f
sen a - cos f — cos a - sen f§

Demostracion

a) Observemos que cos (@ + ff) = cos (a - (-ff) ) entonces se tiene por lo demostra-
do en el teorema |:

cos (@ + f8) = cos a - cos () + sen a - sen (-f)
=cosa-cosfl —sen a - senf

porque cos (-f)) = cos f y sen (-f) = - sen f§

b) Se tiene que:

sen (a + /) = cos [% —(a+,3):| :cos|:(—72i - a) Aﬂ:I

cos(% —a) -cos[i+sen(% 40() - sen f§

sen o + cos f + cos a - sen f3

c) sen (@ — B) = sen (a + (-f))
= sen a - cos (-f) + cos a - sen (-f)
=sena-cosfi—cosa-senff. B

o
(3]
o



!. Eiemilo 2 l

Calcula sen 75° utilizando los valores de las razones trigonométricas de los dngu-
los notables.

Resolucion
Como 75° = 45° + 30°, podemos escribir:

sen 75° = sen (45° + 30°) = sen 45° cos 30° + cos 45° sen 30°
l22_._1/73+ V—;% =-VTZ[V§+1]. ]

Teorema 3

Si a y ff son dos angulos tales que tan a , tan § y tan (a + ) estan definidas,
se cumple:
tan a + tan f§

t .
a) tan (a + B) | —na.tend

tan a - tan §

b - =
) tan (& - §) 1 + tan a - tan f§
Demostracion
)t _ sen (a + f)
8 tan (o + §) cos (o + fB)

sen a - cos f + cos a - sen f§

cosa-+cosfl - sena - senfi
dividiendo numerador y denominador por cos a « cos f§, resulta:

sen a sen
N B

cos a cos f
tan(a + ) = =

_ _sena - senf 1 - tan a - tan §

cos a - cos f§

tan a + tan f§

El inciso b) se demuestra en forma completamente analoga. B

Calcula tan 75° utilizando los valores de la tangente de los dngulos notables.
Resolucion

tan 45° + tan 30°
1 - tan 45° . tan 30°

tan 75° = tan (45° + 30°) =
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V3

1 + —
tan 75° = 3 = 3+V§ = (3+V§)2
G 3-V3 . G -/30G )
Y
—9+6V3+3=6.(2+V3)=2+V§-.
9-3 6

Las formulas de los teoremas 1, 2 y 3 reciben el nombre de formulas de adicion
y debes aprenderlas de memoria pues se usan muy a menudo en la transformacion
de expresiones trigonométricas.

Formulas de adicion

sen (@ + f) =sena -cos f = cos a - sen f
cos(a £ f) =cosa-cosfl ¥ sena - senf

tan *+ tan
tan (a = f) = ? B

]l Ftana -tan f

a) Simplifica: sen (0 + 30°) + cos (§ + 60°)

b) Dado sen a = 1—53, sen f§ = —123— y sabiendo que ambos dngulos son agu-

dos, halla sen(a + f) y cos(a + f3).

cota-cotf — 1

¢) Prueba que cot (¢ + f8) =
cot a + cot f§

tan(27/9) + tan(z/9)

d) Simplifica: )
1 - tan(27/9)tan(z/9)

Resoluciéon

a) Aplicando las formulas de adicion obtenemos:

sen (@ + 30°) = sen 0 - cos 30° + cos 6 - sen 30°
cos (6 + 60°) = cos 6 - cos 60° — sen § - sen 60°

luego,

V3

sen (0+ 30°) + cos (6+ 60°) = —25en 0+—; cos 0+% cos - —V;—sen 0

= cos 0.



b) Como a y f§ son agudos, sus cosenos son positivos:

2 2
cCOosS a = 1_[___5__] :1_2 COSﬂZ 1_,:1_2:| :__5_
13 13

Aplicamos entonces las formulas de adicion y resulta:

sen (o + /) = sena - cosff + cos a - sen f§
EIREIRE RS
—_— . + —— . —_—
13 13 13
[—5—} 5]
13 13
cos(a + f/) = cosa-cosff — sen a - sen f§

BRI NSRS

0

| B |

c)cot(a + ff) = =
tan (a + f1) tan a + tan f§

| —tan o - tan f

| —tan a - tan f8
tan a + tan f§

Dividiendo numerador y denominador por tan a - tan § obtenemos:

1

_—
tan « + tan f§
cot (a + f§) = y como cot x =
1 1 tan x
+
tan a tan f

cota-cotf - 1

cot (@ + f8) =
cot a + cot f§

d) Comparando con la formula para.tan (a + f), reconocemos:

tan(27/9) + tan(z/9) _ N (ﬁ_ L . 3n T _/3om
1 - tan(27/9)tan (z/9)

Observa que de esta forma puedes obtener el valor de la expresion en forma exac-
ta y rapida, sin usar las tablas.
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Ejercicios (epigrafe 15)

1. Calcula sin hacer uso de las tablas el seno, el coseno y la tangente de los siguientes
angulos.
a) 75° b) 15° c) 105° d) 165° e) 285°

2. Simplifica las siguientes expresiones:

a) sen(n/4 + a) + cos(n/4 - a)
b) 2 cos(n/6 — ) - sen(n/3 + f3)
c) tan(n/4 + a) - tan(n/4 - «)

3. Demuestra la validez de las siguientes igualdades:

a) sen(n/4 + x)

1

-—Kz-z- (cos x + sen x)

b) cos(60° + x) = % (cos x — /3 sen x)

o) tan(45° - x) = —ANX_
| + tan x
. 3 12
4. Sisen ff = ? y COs a = ——l-g— , 0°<a, 1<90°, halla:
a) sen(a + f§) b) sen(a - f) c) cosla + f)
d) cos(a - ff) e) tan(a + f§) f) tan(a - f)

5. Simplifica:

tan (57/12) - tan n/12
1 + tan (52/12) - tan n/12

sen /10 + cos(37/20) + cos n/10 - sen(37/20)
cos /10 « cos(37/20) — sen 7/10 - sen(37/20)

6. Prueba que las siguientes igualdades son ciertas.
a) sen(x + y) - sen(x - y) = sen’x — sen?y

b) cos(x + y) - cos(x — y) = 1 - sen’x - sen?y
16. Funciones trigonométricas del dngulo duplo

Utilizando las formulas de adicion se pueden expresar las funciones trigonomé-
tricas del duplo de un angulo en términos de las funciones trigonométricas de dicho
angulo.
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Teorema 1

Se cumple:

a) sen 2a = 2 sen a - COS @
b) cos 2a = cos’a - sen’a

c) tan 2a = _g_tg_rl__a__ az(2k + nxt s az(2r + nt s kreZ
1 - tan’a 2 4
Demostracion

a)sen 2a = sen(a + a) = sena + COS a@ + COS @ + S€N a = 2s€n a + COS a
b) cos 2a = cos a - COs @ — sen a - sen a = cos?a — senla

c) Si a =(Q2k+ l)—; ; keZ, tan a no esta definido; si a = (2r + 1)% ; rel,

el denominador se anula. Para los restantes valores de a puede escribirse:

tan a + tan 2tan
tan 2a = tan(a + a) = a a_ _ a

I - tan a + tan « 1 - tanla

a) Si cos 0 = 0,20 y 0 es agudo, calcula sen 2 6, cos 2 0 y tan 2 6.
b) Prueba que cos 2 6 = 1 - 2 sen? = 2 cos? - 1

¢) Simplifica sen 2 § s 0z kn, kel.

0
sen — - COS—
2 2
d) Calcula sen 15°, cos 15° y tan 15° utilizando las razones trigonométricas de
30°.
e) Simplifica 0,125 - cos’az + cos‘a.

Resolucion

a) Si cos § = 0,20 entonces sen 0 = |/ 1 — cos?d pues 6 es agudo, es decir,

sen8=/1 - 0202 =)/1-004 =096 =098

Luego,

sen 260 = 2sen - cos 0 =2.098 -0,2 =0,39

cos 20 = cos?d - sen?d = (0,2)* - (0,98)2 = 0,04 — 0,96 = - 0,92
sen 20 0,39

tan 260 = = = - 0,43.
cos 20 - 0,92

b) cos 20 = cos?f - sen? = 1 - sen?d - sen?d = 1 - 2sen?f .
cos 20 = cos?l - (1 - cos?) = cos?d - 1 + cos?d = 2cos?d - 1.
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sen 20 2sen 6 - cos 6
c) =

0 0
sen— -+ COS— _1_ [2sen£ . COSﬁ }
2 2 2 2 2

sen 26 _ 4sen 6 - cos @ - 4cos 6.

sen 6

0
sen— + COS—
2 2

d) cos 30°

cos 2+ 15° =1 - 2 sen?15° (inciso b), luego

AL
sen?]§o = L= 08 30° _ 2 _2-13
2 2 4

4 2

1/2_1/3 |/2~l/§
sen 15° = =

analogamente cos?15° = 2+ V3 y cos 15° =
entonces,
V2 -3
tanlso_'senISO _ 2 _ V2-v3
cos 15° = - =
V2 +v3 /2 + V3
> .
= — — ]2
V2-v3 .V2-v3 []/2-1/3]
tan 15° = =

V2 +v3 -V2-V3 /4 -3

e) 0,125 - cosla + cog4a = —; - cos?a + (1 - cos?a)

- cos?a + senlqa.- =

11
g8 4

S| —

(2sen a -
sen®2q = % (1 - 2sen?2a)

% cos 4a (inciso b) con § = 2a2). M

; como 0z kn ,sen 020 y

cos a)?
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Ejercicios (epigrafe 16)

1. Halla sen 2x ; cos 2x y tan 2x dados los siguientes valores de sen x y cos x.

a)senx:—l;cosxzﬁ b)senxz—@—;cosx:—]—/-i—
2 2 2 2
c)senx:ﬁ;cosxzi d)senx=—3—;cosx=i
2 2 5 5
e)senx:—;;cosx:—l/-—?— f)senx=—§~;cosx=—1/3—g

2. Sabiendo que sen a = y 7/2 < a < m . Calcula sen 2a, cos 2a y tan 2a.

v %

3. (Por qué cos(n/2 - a) = 2 sen a/2 - cos a/2?
4. Sisen x = % y x €Il cuadrante, calcula:

a) sen(zw + 2x) b) cos(z - 2x) c) tan(27r - 2x)
d) sen(n/2 - 2x) e) cos(n/2 - 2x)

5. Obtén a partir de las relaciones estudiadas formulas para sen 3x, cos 3x, sen x/2
y cos x/2.

6. Si cos x = i.Hallaseni y cos x.
4 2 2

Vs- 1

7. Halla sen 9° y cos 9° si sen 18° = 7

8. Calcula sin hacer uso de tablas:

o _ (o)
sen 75 sen 15 . tan 30°

cos 75° + cos 15°

9. (Como calcularias sen 22,5°, conociendo cos 45°?

10. Demuestra que sen 4 + sen B = 2 sen A+ 8 cos A ; B
11. Demuestra que cos 4 + cos B = 2 cos A+ 8 cos 4 ~2 B
12. Simplifica:
_ 2
2) 4 - 2 sen¥(x/2) b) cos 2x
sen 2x 4 cos*x - 1

tan a/2 « sen a
(1 + tan2a/2) - sen a/2 - cos a/2

c)
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17. Identidades trigonométricas

En los epigrafes anteriores hemos encontrado con frecuencia igualdades que sa-
tisfacen todos los valores de la variable para los que tienen sentido, son las llamadas
identidades.

Estas identidades desempeflan un importante papel en la transformacion de las
expresiones trigonométricas tanto en Matematica como en Ingenieria, por eso le de-
dicaremos ahora una atencion especial.

Recordemos que:

Si fy g son funciones, el dominio de la igualdad f(x) = g (x) coincide con el
dominio de la funcion f(x) - g (x).

Por ejemplo, el dominio de la igualdad sen x = tan x es el dominio de la funcion

sen x — tan x, es decir, el conjunto R \ {x = (2k + l)% , k el} .

Definicion 1

Una ecuacion de la forma f(x) = g (x) es una identidad si se satisface para
cada x del dominio, los numeros reales que no pertenecen al dominio se llaman
valores inadmisibles.

cosla — sen’a

Prueba que: = cos a — sen a es una identidad.
cos a + sen a

Resolucion

El dominio de la igualdad es: R \ {x:sen x + cos x = 0} y para esos valores puede
escribirse

cos?a - sen’a (cos a + sen a)(cos a - sen a)
= = COS a — sen a.

COS a + Sen a COos a + Ssen a

Observa que para los valores de a tales que cos a + sen a = 0 el miembro iz-
quierdo no esta definido y el miembro derecho si, pero esos valores no pertenecen
al dominio y, por tanto, no hay que considerarlos para decidir si es una identi-
dad. B
’ En la practica, al comprobar que una igualdad es una identidad, no es necesario
escribir los valores inadmisibles explicitamente, pero debe trabajarse con cuidado y
garantizar que las transformaciones utilizadas son validas en todo el dominio. Asi,
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por ejemplo, l/l - cos’a no puede ser sustituido por sen a en la comprobacion de
una identidad, puesto que la cadena de igualdades

]/1 - cosla = l/sen’a = sen a

solo es valida cuando sen a = 0 (pues l/l - cosla = l/sen’a =|sen a|) pero su
dominio es R, luego no es una identidad.

Sabemos que, en general, no es facil verificar que una igualdad es una identidad;
sin embargo, muchas veces es sencillo comprobar que una igualdad no es una iden-
tidad, pues es suficiente encontrar un valor del dominio que no la satisface.

Comprueba que la igualdad I/ 1 - cos’a = sen a no es una identidad.

Resolucion

Basta encontrar un valor del dominio para el cual no se cumple la igualdad. Tome-
3

mos, por ejemplo, a 5

l/ l—coszﬁ-
2

Es muy importante tener en cuenta que el procedimiento del ejemplo anterior
solo sirve para comprobar que una igualdad no es una identidad pero no puede
ser usado para demostrar que lo es.

VT:l;t—l:sen}Tn. [ ]

Ejercicios (epigrafe 17)

1. Determina los valores inadmisibles de la variable en cada una de las siguientes ex-
presiones:

a) — b) —— o) —cotx
Ccos X sen a cos a cos x + 1
d) tan 6 - cos 6 e) _senf f) L
tan 0 - 1 tan @ - cot 4

2. Determina si las siguientes igualdades son identidades. Fundamenta.

a) sen = tan 0 - - b)

cos 0 Cos X

- =sen x + |
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cos x
) —— —tanx = 2 d) sen x — tan x = cos x - 1|

sen x 29
e) tan x cos x = sen x ) —207  _tang

| | sen 6 cos 4

tan x +

g) = h) tan 2a - cot 2a = 0
sen x cos X ,
i)sen2x -cosx + 1 =0 j)-——tir—l—x—zsemx
1 + tan’x

k) (sen x + cos x)? + (sen x — cos x)? = 2

3. Demuestra que las siguientes igualdades no son identidades.

a) sen? = 1 + cos? b) tan?d = -+ 1
| . cos?
cos
c) =] - —— d) tan2x + cotlx = 1
sen?d sen?f

e) sen’x - cosix = 1

4. Demuestra que las siguientes igualdades son identidades:

a)tan 0 - cos § = sen
cos?d

b) —————— = cot §
sen 6 cos 0

c) sen?d + sen?d tan? = tan2f
S 1
sen?d cos?f sen?d cos?d

d)

e) sen’x + sen x cos?x = sen x

sen’x + sen x coslx

f) = tan x
cos x
2
g) sen?f I:l + _CP_S_Q] -1
sen?d
h) cos 0 N cos 2
1 + send 1 - sen @ cos 4
2 2

i) senlx + cosx + tantx + —emt 0 _ _1+sen 0

cos?f 1 - sen?

18. Demostracion de identidades
Aunque no existen reglas de validez general para la demostracion de identidades,

pueden recomendarse dos procedimientos de trabajo. Ilustraremos estos procedi-
mientos con ejemplos.
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I) Trabajar en ambos miembros.

Demuestra la identidad:

cosx
—_ = =1+ senx
1 - sen x

Resolucién

En el dominio de la identidad se tiene que 1 - sen x # 0 (para que el denominador
sea diferente de 0) entonces se pueden multiplicar ambos miembros por | - sen x
y obtenemos:

cos’x = (1 + sen x) - (1 — sen x) = 1 - sen?x

Hemos transformado la identidad original en otra de la cual sabemos que es ver-
dadera. Con esto no hemos demostrado la identidad, solo hemos inducido una via
para su demostracion; la demostracion se realiza invirtiendo los pasos, es decir, co-
menzando con la igualdad conocida y terminando con la que deseamos demostrar:

cos’x = 1 - sen’x
cos’x = (1 - sen x) - (1 + sen x)

sil — sen x#0, se divide en ambos miembros y resulta:

cosx
— =1 + sen x.
1 — sen x

Para invertir los pasos debemos estar seguros de que todas las transformaciones
realizadas pueden ser invertidas, si en alguna se introducen valores inadmisibles no
pueden estar en el dominio de la identidad. Eso es lo que ocurre con los valores que
anulan 1 - senx. B

Demuestra la identidad:

tan x + cot x = —2(x¢ﬁ;kél)
sen 2x 2

Resoluciéon

En este caso se han indicado cuales son los valores inadmisibles de la variable; en
muchas ocasiones se hace asi, de lo contrario debes analizar cuales son. Para rea-
lizar la demostracion, transformamos el miembro izquierdo

sen x cos x sen?x + cos’x 1
tan x + cot x = + = =

COs X sén x sén x - COs X sén x - COSsx

y transformamos el miembro derecho
2 2 1

sen 2x 2sen x - COS X sen x - Cos X
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Hemos demostrado:

tan x + cot x = ! = 2 (x;ﬁ;ke Z).
sen x « Cos x sen 2x 2

En este caso hemos utilizado solamente igualdades, eso garantiza que los pasos
son reversibles. W

Como vemos, este procedimiento consiste en lo siguiente:

a) Se transforma la identidad en otra conocida mediante sustituciones y trans-
formaciones algebraicas que pueden afectar ambos miembros, bien sea en
forma conjunta (ejemplo 1) o independiente (ejemplo 2).

b) Se invierten los pasos dados en a) y se deduce la identidad de otras cono-
cidas; para hacerlo es necesario comprobar que los pasos de a) son verda-
deramente reversibles. Hay que tener cuidado de que los valores que resul-
ten excluidos al transformar sean valores inadmisibles.

II) Transformar un miembro en otro.

Demuestra las identidades de los ejemplos 1 y 2 trabajando en un solo miembro.

Resolucion

2
. . cos?x .
En la identidad ————— =1 + sen x, escogemos para transformar, el
- sen x

miembro izquierdo ya que ofrece mas posibilidades para simplificar:

cos’x 1 —sen’x _ (1 - sen x) - (1 + sen x)

1 - sen x 1 - sen x 1 - sen x

como en el dominio 1 - sen x # 0, simplificamos y obtenemos:

cosx ,
———— =1 + sen x, como se queria.
1 - sen x
. . 2 ., . .
En la identidad tan x + cot x = ———— también escogemos el miembro iz-

sen 2x
quierdo que es mas facil de transformar:

sen x + cos x Transformaciones en senos y cosenos pues hay

tan x + cot x

COos X sen x que llegar a sen 2x.
2 2
sen?x + cos’x 1 2
tan x + cot x = = = . i
sen x - Cos x sen 2x sen 2x
2
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Como se aprecia, en la demostracion de identidades es necesario recordar y uti-
lizar:

Las identidades trigonométricas fundamentales.
Las formulas de adicion.

Las operaciones con expresiones algebraicas.
La descomposicion en factores.

La simplificacion de expresiones algebraicas.

Demuestra la identidad:

1+ sen2x _ (tan x + 1)?
1 - sen 2x (tan x - 1)?
Resolucion

I) Transformando el miembro izquierdo:

I +sen2x 1 + 2senx - cosx cos’x + sen’x + 2senx - cosx

1 - sen 2x . 1 - 2senx « cosx cos’x + sen’x - 2senx . cOsx

Aqui hemos sustituido 1 por sen?x + cos?x, observa que a veces es necesario
realizar transformaciones que, en apariencia, hacen mas compleja la expresion.
Ahora tenemos un trinomio cuadrado perfecto en el numerador y otro en el de-

nominador.
sen x cos x |2 o
+ Dividiendo
1 +sen 2x (sen x + cos x)? cos x cos x numerador y
I 2 = ( ~ )2 = 0, denominador
sen 2x  (sen x-cos x l: sen X COS X ] por coslx# 0,
cos x cos x
(tan x + 1)?
(tan x - 1)?
II) Transformando el miembro derecho:
(tan x + 1) _ tan’x + 2tan x + 1 _ (1 + tan? x) + 2tan x
(tan x - 1)? tan?x — 2tan x + | (1 + tan? x) - 2tan x
1 + 2tanx - cos?x
+ 2tan x
cosx cosx
= = (cos x#0)
| 1 - 2tan x - cos?x
—— - 2tan x
cos?x cos?x
2sen x )
1 + ———— . cos’x
_ cos x _ l+2senx-.cosx _ l+sen2x g
2sen x 1 - 2sen x - cos x 1 - sen 2x
I - ——— . cos’x
cos x
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Observa que en este caso transformar el miembro derecho es mas sencillo que
transformar el miembro izquierdo.

Por ultimo te sugerimos que al demostrar identidades tengas en cuenta los con-
sejos siguientes:

1. Inicia la demostracion por el miembro que te da mas posibilidades para
transformar. Si no puedes decidirte, aplica el procedimiento de trabaiar en
ambos miembros (iAtiende a la reversibilidad de los pasos!).

2. Si es posible, utiliza la descomposicion en factores o simplifica.

3. Si no se te ocurre un camino para empezar a transformar, reduce todas las
funciones trigonométricas a senos y cosenos.

4. Ten cuidado de comprobar que todas las transformaciones son validas en el
dominio de la identidad.

Ejercicios (epigrafe 18)

1. Prueba las siguientes identidades:

1
cos?f

a) tan?0 - = -1

cos?d . cos?

b) =2

1 + sen 6 1 —sen
1
sen x cos x

1 ]2_ 1 - cos x
sen x

c) tan x + cot x =

d) [cot x -

1 + cos x

1 + sen x cos X
e) =

Ccos X 1 - sen x

1 1

+
) cosx sen®x 1
f =
tan? x sen‘x

2. Demuestra la validez de las siguientes igualdades, para todo valor admisible de la
variable.
a) (cos x + sen x)? = sen 2x + 1
b) (cos x/2 — sen x/2)* = 1 - sen x

¢) tan (45° + a) - tan (45° - a) = 2 tan 2a

d) sen (45° + x) — cos (45° - x) = 0

e) sen (60° + x) — sen (60° — x) = sen x

f) cos (45° - x) - sen (45° + x) = 0 _

g) cos (45° + x) + cos (45° - x) = 2 cos x

h) sen (30° + a) + cos (30° - a) = 1+V3 (sen a + cos a)
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0 sen(a - b) _ tana - tan b
sen a sen b tan a tan b

P tan (x — y) + tan y
1 - tan (x - y) tan y

= tan x

cos (x -
k)———(———J-,lztanx+ -
COS X COS y tan y

1) cos (a + b) cos (a - b) = cos’a - sen?b

sen320
m) = tan 6
1 + cos 20 - cos?20 - cos?26
) sen 2x 1
1 - cos 2x tan x

i) sen 3x = sen x (3 cos?x - sen2x)

o) —Sen 2a 1 +cosa _ 2 +cosa)?
1 - cos a cos a sen a

) 1 - cos 260 - tan 0
sen 20

)l+sen2x: 1 + tan x
cos 2x 1 - tan x

r) 2 sen(x + y) cos (x — y) = sen 2x + sen 2y
s) [sen(x + y) — cos (x + y)]* = | - sen(2x + 2y)
t) cos*a — sen‘a = cos 2a

) cos 2a

— = —tan (n/4 - @)
1 + sen 2a

y) Sen 2x  2tanx
cos 2x 1 - tan?x

3. Transforma en producto:

1 + sen a — cos a
sen a/2

a)l + 2 cosa + cos 2a b)

19. Ecuaciones trigonométricas

En los epigrafes anteriores hemos encontrado y resuelto ecuaciones trigonomé-
tricas, ahora las retomamos aplicando las nuevas transformaciones estudiadas.

Recordemos que el conjunto solucion de una ecuacion esta formado por el con-
junto de todos los valores de la variable que la satisfacen; en este curso estudiaremos
ecuaciones trigonométricas para las cuales ese conjunto es infinito.

No existen reglas generales para la resolucion de ecuaciones trigonométricas, en
muchos casos los siguientes procedimientos resultan de utilidad para reducir la ecua-
cion a una de la forma: sen x = a; cos x = b ;tan x = c.
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I) Descomponer en factores.

Resuelve: sen x — sen x - cos x = 0

Resoluciéon
Extrayendo factor comun se obtiene:
sen x + (1 —cosx) =0

de donde resultan las ecuaciones

sen x = 0 l —cosx =0
X = krm cos x = 1
x = 2kn

Luego el conjunto solucion es

{xEIR:x= kr kel

o también {x = k - 180% kcZ}. ®

La solucion de una ecuacion puede expresarse en el sistema circular o en el
sexagesimal indistintamente. Es costumbre expresarla en cualquiera de los dos sis-
temas cuando la solucidon es un angulo notable y en el sexagesimal si no lo es.

II) Obtener una ecuacion algebraica mediante sustituciones.

Resuelve: sen’x — sen x - 1 =0

Resolucion
Mediante la sustitucidon y = sen x, obtenemos la ecuacion
yi-y-1=0
1+V5
2

las soluciones de esta ecuacion son y,, =

Resultan entonces las ecuaciones trigonométricas:

1+ VS
2

1 - VS
2

x, = 321,8° x, = 218,2°.

I}
1}

sen x 1,618 que no tiene raices y

sen x - 0,618 cuyas soluciones en el intervalo fundamental son:
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El conjunto solucion sera:
{x = 218,2° + k- 360° o x=321,8°+ k-.360°; kezZ. B

En la practica no es necesario hacer la sustitucion explicitamente, pero puedes
hacerla si te resulta mas comodo.

III) Expresar todas las funciones en términos de una sola.

Resuelve: cos x - sen?x = 1

Resolucién

Transformamos la ecuacion de modo que soélo aparezca la funcidn coseno:
cos x - (1 = cos?x) = 1

cosx -1 +cos?x-1=0
cosl’x +cosx-2=0
(cos x + 2N cos x = 1) =0

obtenemos entonces las ecuaciones:

cosx+2=0 y cosx-1=0
cos x = -2 cos x = 1
no tiene solucién x = 2kn
El conjunto solucion es {x € R:x = 2kn; keZ]. B

IV) Aplicar las férmulas de adicion, reduccion o del 4ngulo duplo, si es necesario.
Resuelve: cos 2x - sen x = 0.

Resolucion

Desarrollando cos 2x, la ecuacion se transforma en:

cos’x — sen’x —sen x = 0
1 - sen’x - sen’x —sen x = 0
] - 2sen’x —senx =0
2sen’x +senx-1=0
(2senx - 1)senx+ 1) =0
2senx-1=0 senx +1=0
1
sen x = — sen x = —1.
2

En el intervalo fundamental se tienen las soluciones:

x i

_ 3r
Xy = — X% = 5 X3 = —0—

2

240



y el conjunto solucion es:

{xEIR:xz% + 2kn o x=5—:+2kn o) x=—3—27—r-+2krr§ [ |

V) Al realizar transformaciones no equivalentes, se debe hacer la prueba pues pue-
den introducirse raices extraiias.

Resuelve: sen 0 + cos 6 = 1

Resolucion

Transponiendo cos # obtenemos:
sen #=1 - cos ¥
sen?d = (1 - cos )2 Elevamos al cuadrado ambos miembros para utilizar las identidades fun-
damentales. Puede anadir raices.
sen%f = 1 - 2 cos § + cos?d Efectuando.
1 — cos?=1 - 2 cos 0 +cos?0 Utilizando sen’x + cos’x = 1.
2 cos?§ — 2 cos § = 0 Transponiendo y simplificando.
2 cos Hcos @ — 1) = 0 Extrayendo factor comun.
Se obtienen las ecuaciones:

0
1.

cosd =0 ' cos § -1
cos 0

En el intervalo fundamental resultan las soluciones:

0:% 0 0=3—2” o 0=0

#=0:MI=sen0O +cos0=0+1=1=MD

3n , - . .
Luego —2— es una raiz extrana. El conjunto solucion es:

{xEIR:x=2k7t o x:% +2kn;kez§. n

Ejercicios (epigrafe 19)
1. Resuelve las siguientes ecuaciones

a)cos x + 1 = - cos 2x
b) cos 2x + cosix = 5 sen’x
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c) sen 2x = sen x
d)tan 2x —tan x = 0
e) cos 2x = sen x

f) cos 2x . cos

sen 2x sen
g) cos 2x + sen x
h) cos 2x + cos x
i) cos x cos'2x + 2 cos’x = 0
j) cos 2x + sen x = 4 sen’x
k) 4 cos 2x + 3 cos x = 1
1) 6 cos 2x + 6 sen’x = 5 + sen x

o — X |%

1
m)sen2x+3 = sen x + COS X

n)3cos2x +sen x(3senx +95) =95
0) sen 4x — sen 2x + sen x cos x = 0

' T T
p)senxcos; +cosxsen3 = |

1]
—

s /s
q) cos x cos 1— - sen x sen :

r) sen 2x = tan x
s) tan x cos 2x = sen x
t) 3 sen’x + cos 2x - 2 cos’x = 1,2

u) sen (2x + n/4) cos (2x + n/4) = - .;_
Ejercicios del capitulo

1. Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos de un triangulo rectan-
gulo cuyos catetos miden 32 y 4)/2.

2. En un triangulo ABC rectangulo en B se conoce que sen a = 0,50 y b = 12 cm.
Calcula las razones trigonométricas del angulo y.

3. Halla el valor de la expresion:
sen’a + sen b l/ sen?’d + 2 sen ¢

sen ¢ - sen d sen?b + 1
paraa:ﬂ;b:fi;c:ﬁ;'d:-}_ﬂ_
4 2 6 2
4. Prueba que:
© b) -—
a) —SSE}O - COSs —Z— . tan 30° = sz—l

s
sen —
4
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1 + tan 225° + sen 12”.
b) =2

cos 2m - sen —§6£ - cos 90°

cos 300° 6 _
c) =11 + 6)/3
tan 45° - sen 120°

. Demuestra que las igualdades siguientes son identidades:
a) [I + tan%a] + [I - cosla] = tan’a

b)(cot f + 1N + (cot f — 1)? = —— —

c)sen(% ~x) -sen(rr+x)+cos(% —x)-cos(2n—x):0

9 sen’x + cos’x | sen x
sen x + Cos x 2
0
e) |l - cos = 2sen5

. Sicos x = 4‘71 y —9-2-75-<x<27r. Calcula tan x.

. 3
.Sisena = - g y a pertenece al Il1I cuadrante, calcula
a) cos a b) sen % ¢) cos 2a.

. Halla los valores de a para los que tiene solucion la ecuacion:
a)2sen x = a b)3cos x =a - | ¢) 4 tan’x = a

d)senx-Z:—5-‘7—‘I+——1—e)l+senx:a2

. Resuelve las ecuaciones:

a) 9 sen x - 5/3 = 5sen x - 33 b) 6 cosix = 9 sen x B
c)2cos2x + 1 +senx =0 d) 2 sen®x - V2 sen’x = 2 sen’x—/2 senx
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(COMO SE UTILIZO
LA TRIGONOMETRIA?

Se considera que Hiparco nacido en Nicea, Ciudad del Asia Menor en el aio
161 a.n.e., es el mas destacado de los astronomos de la antigua Grecia. Siendo to-
davia un adolescente, al salir de su clase de Geometria se preguntaba en qué medida
podian serle utiles los conocimientos que habia recibido en relacion con la amplitud
y las propiedades de los angulos.

Su preocupacion encontro respuesta algunos anos después, pues Hiparco que
siempre fue aficionado a la observacion de la esfera celeste, se dispuso a calcular la
distancia entre la tierra y algunos de los astros que en su tiempo eran conocidos.

Para lograr sus propoésitos midio la amplitud de ciertos angulos bajo los cuales
se veia la Luna desde distintas posiciones en la Tierra. De este modo pudo calcular,
mediante un rudimentario dispositivo para medir angulos (‘‘el Astrolabio”), con una
precision increible para su época, que la distancia maxima entre ambos astros era
unos 400 000 km. Esta medida comparada con los computos actuales que estiman
la distancia entre los dos astros a unos 385 000 km ofrece solo un error de 3,5%
(fig. D.

v/
/7

Tierra

o\ Fig. 1

Hiparco procedio del modo siguiente: midid con el Astrolabio las amplitudes de
los angulos LMN y LPQ, hallo la longitud M P entre los dos puntos de observacion
y la amplitud de sus angulos adyacentes. Empleo para ello el valor del radio Rde la
Tierra, que habia sido calculado por Eratdstenes casi un siglo antes, y las latitudes
de M y de P para calcular el <t MOP y con estos datos resolvio el triangulo LMP
del que obtuvo su altura que es aproximadamente la distancia de la Tierra a la Luna.

En este grado vas a aprender a ‘‘resolver un triangulo’™.

244



CAPITULO

4

Aplicaciones de la trigonometria

En el presente capitulo estudiaremos algunas aplicaciones de la trigonometria y
veremos que no solo nos permiten calcular elementos de un triangulo, sino que me-
diante su uso, es también posible resolver, de un modo sencillo, muchos problemas
de la vida practica cuya solucion presentaria grandes dificultades por otros métodos
o seria imposible.

Resolucién de tridngulos rectingulos

1. Repaso y profundizacion de la resolucion de tridngulos
rectangulos

Todo triangulo tiene seis eiementos fundamentales: tres lados y tres angulos.

Sabemos que no todos los elementos de un triangulo pueden ser dados indepen-
dientemente pues existen ciertas relaciones que deben cumplirse. Estas relaciones li-
gan los elementos de modo que conocidos tres de ellos (uno de los cuales, al menos,
debe ser un lado) es posible en ciertos casos calcular los restantes, ya que:

Un triangulo esta univocamente determinado si se conocen:

a) Tres lados.
b) Dos lados y el angulo comprendido.
¢) Un lado y los dos angulos adyacentes.

Esto se debe a que en cada uno de esos casos se puede aplicar uno de los criterios
de igualdad de triangulos (ver punto 32 del Memento) que garantiza su unicidad.

Observa que siempre es necesario conocer un lado. Si se tienen los tres angulos,
el triangulo no esta univocamente determinado, pues todos los triangulos semejantes
entre si tienen tres angulos respectivamente iguales. Por ejemplo, todos los triangu-
los equilateros tienen sus tres angulos iguales a 60° (fig. 4.1).

Resolver un triangulo es, conocidos tres de sus elementos, calcular todos los
elementos desconocidos.
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Fig. 4.1

Si el triangulo es rectangulo solo es necesario conocer dos elementos pues uno
es conocido siempre, el angulo recto.
Veamos algunos ejemplos de resolucidon de tridngulos rectangulos.

Resuelve el triangulo de la figura 4.2.

Resolucion

En ejercicios como este en el que los datos no proceden de mediciones (no repre-
sentan cantidades de magnitud), en este libro consideraremos los datos como va-
lores exactos.

Conocemos la hipotenusa y un cateto. Para resolver el triangulo debemos hallar
el otro cateto y los dos angulos agudos.
Para calcular el cateto desconocido a podemos aplicar el teorema de Pitagoras.

a = c? - b?
a? = 78 - 532 = 3 275
a=572

Para calcular el angulof debemos utilizar una razon trigonométrica de este an-
gulo, la cual escogemos analizando cual de ellas lo relaciona con los elementos da-
dos, como conocemos el cateto opuesto y la hipotenusa utilizamos el seno de f.

senﬁ:—b—
c
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sen f§ = —%33—- = 0,6795 g = 42,8°

Para hallar el otro angulo (a) seguimos el mismo procedimiento tomando en este
caso la funcidon coseno por ser la que lo relaciona con los datos.

b
cos o0 = —
c
cos a = _7;5—;— = 0,6795 a = 47,2°

y el triangulo esta resuelto. W

Observa que para hallar este ultimo elemento también puede utilizarse la relacion
a = 90° — f pues los angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementa-
rios; pero siempre que sea posible debemos utilizar los elementos originales para evi-
tar arrastrar el error que se introduce en el calculo. Esta relacion a + f = 90° puede
servirnos para comprobar los resultados obtenidos.

Calcula los elementos desconocidos en el tridngulo de la figura 4.3.

B

100

Fig. 4.3

Resolucién

Conocemos un cateto y un angulo agudo.

Debemos calcular el otro angulo agudo. la hipotenusa y el otro cateto.

Para calcular el angulo desconocido (y) aplicamos la relacion: y = 90° - a de
donde y = 90° - 60° = 30°.

Para calcular uno cualquiera de los lados desconocidos utilizamos, al igual que
en el ejemplo anterior, una razdn trigonométrica que relacione los elementos dados
con el lado que queremos hallar.

Para la hipotenusa (b) utilizamos el coseno de o

c
cos o0 = —
b
de donde
b= c _ 100 100 200
cos a cos 60° 0,5
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Para hallar el cateto a utilizamos la tangente de a.

a
tan a = —
c
de donde ¢ = ¢ - tan @ = 100 - tan 60° = 100 - /3 = 173
y el triangulo esta resuelto. W

Resumiendo:

Para resolver un triangulo rectangulo debes seguir los siguientes pasos:

1. Dibujas un triangulo rectangulo senalando los elementos conocidos y desco-
nocidos.

2. Cuando se conoce un angulo agudo, se puede calcular el otro angulo agudo
restandolo de 90° ya que son complementarios.

3. Para hallar un elemento desconocido se escoge una relacion que contenga a
dicho elemento y a otros dos conocidos. y se despeja en ella el elemento que
se busca.

La relacion escogida puede ser una razon trigonométrica o el teorema de Pita-
goras.

Ejercicios (epigrafe 1)

|. En los triangulos rectangulos de la figura 4.4, halla la longitud del lado designado
por x (el angulo recto se ha indicado con el simbolo_).

X

a) b) c)

d)

Fig. 4.4
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2. Halla la medida, en grados, del angulo designado por 4 (fig. 4.5).

12
10
6
b)

a

6
) 8
20
10
8
13 0
6
)

c d)

=

-

Fig. 4.5

3. Halla el valor de x en la figura 4.6..

A
A
35 X
4 50
50 >
4 45° 55
R0 4o c s "
B x D C

a) b)

=1 ]

%

c)
Fig. 4.6

4. Resuelve el triangulo ABC, si § = 90°

a)a = 33°, b =11 b) y = 42° ¢ =38
c)y =783%a=132 da=112°a=104
e)a=130,c= 264 f) a =15, v =100°
g) b =407, c=24 h)b=4,a=15

2. Aplicaciones

Veamos ahora algunos ejemplos de aplicacion de la resolucion de triangulos rec-
tangulos.
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Una escalera de 6,5 m de largo estd recostada a una pared. Si el pie de la escalera
estd separado de la pared 1,9 m, halla el 4ngulo formado por la escalera y la pared.

Resolucion

Comenzaremos haciendo una interpretacion del problema mediante una mode-
lacion matematica de este. En estos casos es conveniente confeccionar una figura de
analisis. .

En el problema dado, para hacer la figura de analisis haremos una abstraccion
y consideraremos la pared como una linea vertical totalmente recta y el piso como
una linea horizontal, sin irregularidades. De este modo, al cortarse la pared y el piso
formaran un angulo recto (fig. 4.7).

Consideraremos la escalera como un
segmento que tocara a la pared en el punto
A y al piso en el punto C, formandose el
triangulo rectangulo ABC, del cual conoce-

mos la hipotenusa AC (longitud de la es-

calera) y el cateto BC (distancia del pie de
la escalera a la pared) cuyas longitudes de-
ben destacarse en el grafico.

-

B 19m C

Fig. 4.7

Notese que para resolver el problema dado no es necesario resolver el triangulo
completo ya que solo nos interesa calcular el angulo que forma la escalera con la pa-
red, o sea, el angulo a.

Después de hecho este analisis solo nos resta hallar el elemento pedido, para ello
utilizaremos el seno del angulo «a

BC
sen o¢ = —mm
AC
sen a = —i = 0,292
6,5
luego a = 17°

Por ultimo se debe dar la respuesta al problema planteado.

Respuesta: El angulo que forma la escalera con la pared es aproximadamen-
te 17°.' N

Antes de resolver los siguientes problemas es conveniente aclarar algunas cues-
tiones del lenguaje que sera utilizado.

En los ejercicios con texto y problemas donde aparezcan cantidades de magnitud se realizaran los
calculos intermedios sin tener en cuenta la unidad correspondiente, pero en la respuesta si debe con-
siderarse. En estos casos, los datos si son numeros aproximados luego para el calculo y la respuesta
se deben tener en cuenta las orientaciones que aparecen en el punto 22 del Memento.
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El angulo formado por una linea horizontal y otra cualquiera no horizontal, se
llama de elevacidn si esta por encima de la horizontal y de depresién si esta por de-
bajo (fig. 4.8).

Cuando se trata de un observador, a esa linea no horizontal que va desde el ojo
del observador al objeto se le llama visual.

a:4ngulo de elevacién

A B:angulo de depresién

®

observador

Fig. 4.8

Un édrbol proyecta una sombra de 12 m de largo cuando el angulo de inclinaciéon
del Sol es de 31°. Halla la altura del arbol.

Antes de dar solucion al problema anterior consideramos necesario hacer la si-
guiente aclaracion:

Angulo de inclinacion del Sol es el formado por uno cualquiera de sus rayos y
la superficie de la Tierra, considerada horizontal.

Resolucion

Consideraremos la altura del arbol como un segmento vertical (AC ) que pasa
por su centro desde el extremo superior hasta el suelo, y la sombra, como un

segmento horizontal (4B ), despreciando las irregularidades del suelo (fig. 4.9).

N7/
\O/

//\ \§C

A 12m

Fig. 4.9
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El angulo de inclinacion del Sol lo mediremos, en nuestro problema, como el for-
mado por el suelo y un rayo de sol que pasa por el extremo B de la sombra y por
el extremo superior C del arbol. De este modo se forma el triangulo rectangulo ABC
del cual conocemos el angulo f§ (inclinaciéon del Sol) y el cateto AB (longitud de
la sombra). Debemos hallar el cateto AC = h, es decir, la altura del arbol. Para
ello utilizamos:

h = AB - tanf

h =12 -tan 31° =12 .0,601 = 7,2

Respuesta: La altura del arbol es aproximadamente 7,2 m. B

Desde un avién se observan dos barcos con dngulos de depresién de 35°y 48°res-
pectivamente. Si la distancia del primer barco al avién es de 420 m, (a qué altura
vuela el avién?, icual es la distancia entre los barcos? (fig. 4.10)

C

Resolucion 4 H

En la figura 4.10 los puntos A4
y B representan los barcos y

C el avion, CD = h altura
“del avion.

Tenemos que:
a = <ACH = 35°

alternos entre paralelas

B = <BCH' = 48°

En A ADC, rectangulo en D tenemos:

h = AC -sena
h 420 - sen 35° = 420 - 0,574 = 241

luego [h=240 m

Ademas, AD = h - cos 35° = 420 - 0,819
AD = 344 m

En A CDB, rectangulo en D tenemos:

CD
tan f = ——
DB
- CD
DB =
tan f
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241 241
tan 48° 1,11

DB 217 m .
pero A—B; = AD + DB
luego AB = 344 + 217 = 561

=217

DB

Respuesta: El avion vuela a una altura de 0,24 km y la distancia entre los dos barcos
es de 0,56 km. R

Los lados iguales de un triangulo isésceles tienen cada uno 40,8 cm de largo y los
dngulos en la base tienen una amplitud de 25°. Calcula la amplitud del 4ngulo
principal, la longitud del lado desigual y el drea del triangulo.

Resolucion C

Este problema es diferente a to- 408 408

dos los anteriores pues no esta-

mos en presencia de un triangu- 25° 25

lo rectangulo. Para encontrar su 4 D B

solucion necesitamos reducirlo [ ? -l
I

a un caso conocido
Fig. 4.11

haciendo alguna construccion auxiliar para obtener un angulo recto.
Notese que si trazamos la altura CD relativa al lado desigual (fig. 4.11), el

triangulo dado queda dividido en dos triangulos rectangulos iguales ADC y CDB; y
trabajando en uno cualquiera de ellos se puede dar solucion al problema planteado.

Debemos calcular y = <t BCA, AB Y A, ¢
En A ABC tenemos:

y + 259 + 25° = 180° (por suma de angulos interiores de un triangulo)

luego y = 180° - 50° = 130°
ademas en A ADC, AD = AC - cos 25°

AD = 408 - 0,906 = 37
luego AB = 2 AD =2 - 37
AB = 74 cm.
Para hallar el area necesitamos ademas la altura CD .
CD = AC - sen 25°
CD = 40,8 - 0423
Ch =173 cm
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Por lo tanto A, 45 =

Asunc = + 7417

1 i . cD
2
1 3 = 640

Respuesta: El angulo principal es de 130°, el lado desigual mide 74 cm y el area

6.4

. 102cm? o simplemente 6,4 dm?. W

De todo lo anterior se deduce que la resolucion de un triangulo isosceles puede

reducirse a la resolucion de un triangulo rectangulo.

Ejercicios (epigrafe 2)

1

254

. Una torre proyecta una sombra de 86,9 m de largo cuando la altura del Sol so-

bre el horizonte es de 56,5°. (Cual es la altura de la torre?

. Un muchacho empinando un papalote ha soltado 135 m de hilo. El papalote se

halla situado verticalmente sobre un punto que esta a 75 m de distancia del mu-
chacho. Admitiendo que el hilo no forma onda y sin tener en cuenta la altura del
muchacho, ¢a qué altura se encuentra el papalote y cual es el angulo de eleva-
cion?

. Un poste se dobldo de forma tal que su extremo choca con el piso y dista

8,75 m de la base del poste formando un angulo de 40,4° con el suelo. Halla la
altura original del poste.

. A través del telescopio de una bateria antiaérea se observa un avion que se en-

cuentra a 6,3 km de distancia del observador bajo un angulo de 11,6°. (A qué
altura vuela el avion en el momento de observacion?

. Desde un faro situado a 44 m sobre el nivel del mar, el angulo de depresion de

un barco es 55,3°. (A qué distancia del faro se halla el barco?

. Desde una avioneta que vuela a una altura de 400 m se observa, con un angulo

de depresion de 39,4°, otra avioneta que vuela a 200 m de altura. (A qué dis-
tancia se encuentran ambos aparatos?

. Desde la cima de un acantilado de 70 m de alto, se observan dos pequenos botes

en la misma direccion, con angulos de depresion de 10,5°y 13,3° respectivamen-
te. Calcula la distancia:

a) del acantilado al bote mas cercano,

b) entre los dos botes.

. Un helicoptero vuela sobre un puente a una altura de 300 m. Cuando esta si-

tuado exactamente sobre el punto medio del puente se observan sus extremos
bajo un angulo de 80°. (Cual es la longitud del puente?

. Con el fin de hallar el ancho de un rio se ha medido una distancia AC de

350 m a lo largo de una de sus orillas. Sobre la orilla opuesta se toma un punto



B tal que CB sea perpendicular a AC . También se ha medido el angulo CAB
y resulta ser de 52,2°. Halla el ancho del rio.

10. Desde dos estaciones situadas en la direccion Este Oeste y a 1.6 km de distancia
se observa que el angulo de elevacion de un globo es de 45°. Si el globo se en-
cuentra hacia el noroeste y noreste de las estaciones respectivamente, ¢a que al-
tura esta?

11. Desde dos barcos observan un avion con angulos de elevacion de 50° y 40° res-
pectivamente. Si la distancia del primer barco al avion es de 1.25 km. ¢qué dis-
tancia hay entre los dos barcos?

Resoluciéon de triangulos cualesquiera

3. Ley de los senos

Para resolver un triangulo no rectangulo necesitamos conocer como minimo tres
de sus elementos, ya que en este caso no tenemos ningun elemento conocido impli-
citamente. Uno de los elementos conocidos debe ser, como sabemos, al menos un
lado. En el caso de estos triangulos necesitaremos algunos teoremas adicionales a los
conocidos para triangulos rectangulos.

Teorema 1 (ley de los senos)

En todo triangulo. el cociente de la longitud de un lado y el seno del angulo
opuesto a ese lado. es constante e igual al duplo del radio de la circunferencia
circunscrita.

Demostracion

Debemos demostrar que en todo triangulo ABC se cumple que:

a b c
= = = 2R
sen a sen f§ sen y

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo.

Sea el triangulo ABC (acutangulo) inscrito en la circunferencia de centro O y ra-
dio R (fig. 4.12).

Trazando el diametro CD se forma el A DBC rectangulo en f§ por estar inscrito
en una semicircunferencia.
En A DCB tenemos que:

a=CD -senf (1)
pero CD = 2R y 0 = « por estar inscrito en el mismo arco (o cuerda).
luego a = 2 R sen a Sustituyendo en (1).

de donde ——— = 2R.

255



Fig. 4.12

Como esto puede hacerse con cualquier angulo, trazando cada vez el diametro que
pase por su vertice, se obtiene:
a b c

sen a sen f§ sen y

= 2R

Como todo tridngulo se puede inscribir en una circunferencia, la demostracion
anterior es valida para cualquier tipo de triangulo. La unica diferencia se presenta
al considerar el angulo obtuso de un triangulo obtusangulo.

En este caso, trazando el diametro CD se
obtiene el triangulo CBD rectangulo en B
(fig. 4.13), en el cual tenemos:

a=CD -send

ahora bien a + 0 = 180°

(por estar inscrito en dos arcos cuya su-
ma es 360°).

luego a = 2R - sen (180° - a)

a = 2R . sen a y la demostracion
continua igual. B

Fig. 4.13

Dados « = 65,3°; 8 = 40,5°y a = 50,1 ; resuelve el tridngulo ABC.

Resolucion

Hagamos una figura senalando los elementos conocidos y desconocidos
(fig. 4.14).

Como se conocen dos angulos podemos

hallar el tercero aplicando la relacion:

a+ f+ vy =180°
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de donde y = 180° - (a + f)

y = 180° - (65,3° + 40,5°) = 742°

Fig. 4.14

Como conocemos el lado a y el angulo opuesto (a) podemos emplear la ley de los
senos. pero debemos tener cuidado de escoger la razon de tal manera que no apa-
rezca mas de un elemento desconocido. Asi, para hallar el lado b utilizaremos:

4 - % e dondep = L5NS
sen « sen f§ sen «a
. O .
b = 50.1 - sen 40.5 _ 50,1 - 0.649 - 358
sen 65.3¢ 0.909

Analogamente para hallar el lado ¢, usamos:

4 - ¢ de donde ¢ = L0 Y
sen « sen y sen a
c= 2010902 oy g
0.909

Dados a = 30°, a = 3y b = 4. Calcula el angulo § -

Resolucion

Apliquemos la ley de los senos. pues disponemos de todos los datos para hacerlo.

a b
sen o sen f§
sen ff = bsena: 4-0,5:3 - 0.6667
a 3 3
y entonces

s = 41.8° o B = 180° - 41.8° = 138,2°

Observa que en este caso hay dos posibles soluciones pues el seno es positivo
también en el Il cuadrante y no podemos afirmar que el triangulo sea acutangulo.
es decir, no sabemos si f < 90° o f = 90°.

En otras palabras, hay dos soluciones posibles pues hay dos triangulos no con-
gruentes con los valores dados de a, by a. B
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En el ejemplo 2 no se cumple lo planteado al inicio del epigrafe 1, pues, se trata
de un problema que no esta incluido en los tres casos alli enunciados. En efecto, no
conocemos ningun teorema de igualdad que refiera a dos triangulos que coincidan
en dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos (ver punto 32 del Memento)

Pueden suceder atn otros casos distintos a los del ejemplo 2.

Dados a« = 30°,a = 3y b = 7, calcula el angulo f

Resolucion
En este caso obtenemos:
b sen a 7.0,5

sen f = = = 1,17
d a 3

y esta ecuacion no tiene solucidn, luego no existe f§ y, por tanto, no existe ningun
triangulo que satisfaga las condiciones dadas. W

En las condiciones dadas en los ejemplos 2 y 3 existe un caso en el cual se puede
asegurar la existencia y unicidad de la solucion:

Teorema 2

Un triangulo esta determinado univocamente si se conocen dos lados y el an-
gulo opuesto al mayor de ellos.

Demostracion

Supongamos que del triangulo ABC se conocen dos lados ay b con a>b y el an-
gulo a opuesto al lado a; para que el triangulo esté univocamente de terminado es
suficiente que el angulo f§ exista y sea unico, pues entonces:

y = 180° - (a + fB)

y se conocen dos lados y el angulo comprendido, caso ya estudiado.
Trataremos de calcular el angulo § utilizando la ley de los senos.

a b

sen a sen f§

resulta sen f§ = L4 sen a (1)
a

b b
y como — sen a< sen a<l| porque — <l
a a

existen dos angulos f (0° < ff < 180°) que satisfacen la igualdad (1).

Ahora biende b < a resulta f < a y, por tanto, § < 90° ya que en un triangulo
hay, a lo sumo, un angulo obtuso.

De esta forma resulta que existe un unico angulo £, lo que significa que el trian-
gulo ABC existe y es unico. B
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Resuelve el tridngulo ABC si se sabe que a = 10,4; b = 8,6 y a = 83,2°.

Resolucion

Como a > b, el triangulo esta univocamente determinado; para resolverlo aplicamos
la ley de los senos.
a b

sen a sen f

b
sen f = — sen a
a

sen ff = 8,6 . sen 83,2° = 0,821
10,4

g = 55,2°

B = 180° — 55,2° = 124,8° no es solucion pues § < a = 83,2° ahora calculare-
mos y.

y = 180° - (a + f)
y = 180° - (83,2° + 55,2°) = 41,6°

y el lado ¢ se puede calcular a partir de la ley de los senos:
a sen y

sen a

10,4 - 0,664

c= —— =691. &
0,993

El teorema 2 significa que dos triangulos que coincidan en dos lados y el angulo
opuesto al mayor de ellos son iguales, de donde resulta un nuevo criterio de igualdad
de triangulos.

Teorema 3

Dos triangulos que tienen respectivamente iguales dos lados y el angulo opues-
to al mayor de ellos, son iguales.

Cuando se conocen dos lados y el angulo opuesto al menor de ellos puede ocurrir
que el problema tenga dos soluciones o que no exista solucion como hemos visto en
los ejemplos 2 y 3.

Pero también en este caso puede ocurrir que exista una Unica solucion si en la
igualdad (1) se tiene:

b sen a

=1 O sea, el triangulo es rectangulo.
a
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No trataremos de dar reglas para decidir de qué caso se trata, en cada problema
procederemos como en los ejemplos y determinaremos si hay solucion o no y si es
Unica.

Ejercicios (epigrafe 3)

1. Dado el A ABC si:

a)a =35,b=22y a=45° Hallag
b) a = 40°, b = 37 y y = 32° Halla a
c)b=25c¢c=50yf = 30° Halla a
d)a=21,3,a=473°y b = 28,2. Halla §
e)a=20,c=60ya=30° Hallay

2. Resuelve el tridngulo ABC si se sabe que:
a=422,b =300, a = 33,4°

4. Ley de los cosenos

A continuacion estudiaremos otro teorema importante que relaciona lados y an-
gulos de un triangulo, y que nos permite también resolver dicho triangulo.

Teorema 1 (ley de los cosenos)

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud de un lado es igual a la suma de
los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados menos el doble producto
de las longitudes de estos dos lados por el coseno del angulo que forman.

Demostracion

En el triangulo 4BC trazamos la altura h = AD relativa al lado BC con lo que
obtenemos los dos triangulos rectangulos ADB 'y ADC (fig. 4.15).

Fig. 4.15
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En A ADB tenemos (fig. 4.15a) En A ABD tenemos (fig. 4.15b)

¢t =(a - x)* + h? ct=(a + x)? + h?
¢t =a*- 2ax + x* + h* (1) ct=a*+ 2ax + x* + h* (1)
pero en A ADC se tiene: pero en A ADC se tiene:
x =bcosy x = b cos (180° - y)
y b2 = x? + h? ox=-bcosy y b*=x*+ h?
que sustituidos en (1) queda: que sustituidos en (1) queda:
¢ = a? - 2ab cos y + b? ¢t = a®> + 2a (- bcos y) + b?
O sea: O sea:
¢t = a* + b* - 2ab cos y c? = a*+ b? - 2abcos y

Luego en todo triangulo se cumple:

c=a*+ b* - 2abcosy.| B

Trazando las alturas relativas a los otros dos lados obtenemos las otras dos for-
mas de la ley de los cosenos.
Las tres formas de la ley de los cosenos son:

a® = b* + ¢* - 2bc cos a
b? = a® + ¢ - 2ac cos f§
ct = qa? + b* - 2abcos v

Despejando en estas expresiones el coseno del angulo obtenemos otra forma de
expresar esta ley.

b + ¢ - a?

COS @ = e
2bc

a® + ¢t - b?

COS f§ = e
2ac

a®+ b2 - 2

cos y = —m———
2ab

| Ejemplo 1 I
En el tridngulo ABC sabiendo que: « = 47° ; b = 8 y ¢ = 10, calcula el lado a.

Resolucion

Como conocemos dos lados y el angulo comprendido (fig. 4.16), podemos utilizar
la ley de los cosenos para hallar el lado a.

a* = b? + ¢ - 2bc cos «a

a*=8*+ 102 -2.8.10.cos 47°
a® = 64 + 100 - 160 - 0,682 = 54,88
a=1741. 1
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Fig. 4.16

De un triangulo ABC se sabe que a = 7,0 cm ; 6 = 3,0 cm y ¢ = 5,0 cm . Halla
los tres angulos.

Resolucion

Para hallar un angulo, conocidos los tres lados, utilizaremos la ley de los cosenos.
Para el angulo a:

b* + ¢* - a?

Cos a =
2bc
2 2 2
COSa:_}_._i_S____L:__E_‘—__O’S
2.3.5 30

a = 180° — 60° = 120°

Para el angulo f:

a* + ¢ - b?

COSs = ——
d 2ac
2 2 _ 72
cosf= =3 6 99
2.7.5 70
B = 21702220

El tercer angulo puede hallarse aplicando la relacion:

a+ f +y=180° de donde y = 180° - (a + )
y = 180° - (120° + 21,7°) = 38,3°<38°. W

Se desea construir un tinel recto a través de una montaiia y se han medido las dis-
tancias desde los puntos de entrada y salida del tinel a un tercer punto fuera de
la montaia. Si las distancias medidas son de 3,15 km y 7,10 km respectivamente
y el angulo que forman entre si es de 125,4°, (qué longitud tendra el tinel?
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Resolucion

En la figura 4.17 los puntos 4 y B representan
la entrada y salida del tunel respectivamente.

C es el punto fuera de la montana.

Se forma el A ABC del cual conocemos los
lados AC y BC y el angulo y. Queremos hallar
la longitud (4B ) que tendra el tunel, para ello c
podemos utilizar la ley de los cosenos:

Fig. 4.17
¢t = a* + b? - 2ab cos v
¢t = 7,12 + 3,152 - 2(7,1)(3.15) cos 125,4°
¢t = 50,41 + 9,923 - 44,73(-0,579) = 86,23
C:9,29

Respuesta: El tunel tendra una longitud de 9,29 km aproximadamente. W

Ejercicios (epigrafe 4)

1. Dado el triangulo ABC, determina los elementos que faltan si se sabe que:
‘a)a =795, a = 79,99, f = 44,7°
b) b= 0,804 ;8 =1523°;y=101,7°

¢)b=29;a=2387,6°,;y=332°
d)a=779;b=2834,;y=723°
eb=23;¢c=37;a=062]1°
fla=56;b=43;¢c=49
gla=111;b=145;c =40

2. (Cual es el diametro de la circunferencia circunscrita a un triangulo isosceles cuya
base mide 12,5 cm y su angulo principal es de 20°?

3. Halla el angulo mas pequeiio del triangulo cuyos lados son: 1,68 ;2,04 y 2,91 res-
pectivamente.

4. Un barco situado en la posicion A es observado desde dos posiciones My N de
la playa, separadas 1,28 km, siendo los angulos AMN y ANM de 59,6° y 78,2° res-
pectivamente. Halla la distancia del barco a la posicion mas lejana.

5. Si la fachada de un edificio se ve bajo un angulo de 60° cuando el ojo del obser-
vador esta a 5,0 m de uno de los extremos y a 8,0 m del otro, ¢cudl es la longitud
de la fachada del edificio?

6. La distancia entre dos trincheras Py Q es de 426 m y los angulos que forma dicha
distancia con las visuales dirigidas a otra trinchera enemiga R, son de 70,4° y
44,2°. Calcula la distancia que hay de la trinchera P a la trinchera enemiga.
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7. Una torre de 426 m de altura se inclino al paso de un huracan. Un hombre ob-
serva la parte superior de la torre con un angulo de elevacion de 52,1°. (A queé
distancia se encuentra el hombre del pie de la torre si el angulo de inclinacion de
esta es de 78,3° (desprecia la estatura del hombre y considera que la torre esta in-
clinada hacia él).

8. Un barco esta a 15 km directamente al sur de un puerto. Si el barco navega al nor-
deste 4.8 km, ¢a qué distancia se encuentra del puerto?

9. Dos nadadores se encuentran a 250 m uno de otro. Ambos estan nadando hacia

el mismo punto, que se halla a 423 m del primero y a 360 m del otro. ;Qué angulo
forman las direcciones de ambos?

5. Area de un tridngulo

Teorema 1

El area de un triangulo es igual al semiproducto de las longitudes de dos lados
por el seno del angulo que estos forman.

Demostracion

En el triangulo ABC tracemos la altura h = CD relativa al lado c (fig. 4.18 a y b).

Fig. 4.18
En ambas figuras se tiene que:
|
A:Ec-h, pero h = b sen «a
luego sustituyendo # se tiene:
1
A= —c-bsena
2
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Analogamente, trazando las alturas relativas a los lados a y b se obtiene:

A= a-bseny

1
2

1
— a - csen
5 B

Halla el 4rea de un triangulo 4ABC si se sabe que: » = 20cm, c = 15cm y a = 60°

Resolucion
A= —l b.csena
2
A= _1 2015 - ﬁ
2 2
A=75/3=175-1,73=1298
A =130 sz

Respuesta: El area del triangulo es aproximadamente 1,3 - 102.cm?. W

Ejercicios (epigrafe 5)

1.Calcula el area del triangulo ABC si se sabe que:

a)b=8;c=5;a=060°
b)a=405;b=32;y=63,2°
¢)a=50°;8=75;c=60

2. Una carretera y un arroyo, ambos rectilineos, se cortan formando un angulo
de 72°. Desde un punto del arroyo, cien metros mas abajo del cruce con la
carretera, se tiende una cerca también rectilinea, que encuentra a la carretera a
150 m del cruce de esta con el arroyo. ;Cual sera la extension del terreno que li-
mita la cerca, el rio y la carretera? ¢Cual sera la longitud de la cerca, si esta es
la mas corta posible?

Aplicaciones

Aunque el origen de la trigonometria es la medicion de tridangulos, esta no es su
unica aplicacion importante. La trigonometria nos permite, ademas, resolver diver-
sos problemas geométricos y fisicos.

6. Poligonos regulares

Entre las figuras planas mas importantes tenemos los poligonos regulares que
como sabemos son aquellos que tienen todos sus lados y todos sus angulos iguales.
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El calculo de un elemento cualquiera de un poligono regular se facilita mucho

con la trigonometria.
En un poligono regular si se trazan los radios de la circunferencia circunscrita es-

te se descompone en triangulos isdsceles, por eso la resolucion de un poligono re-
gular se reduce a la resolucion de un tridngulo isosceles.
Por elementos de un poligono regular entendemos:

n : numero de lados

[ : longitud de un lado

R : radio de la circunferencia circunscrita
a : apotema

Conocidos el numero de lados de un poligono regular y otro cualquiera de sus
elementos, siempre es posible hallar los restantes.

El lado de un deciagono regular (fig. 4.19) es igual a 10 cm, halla el radio de la cir-
cunferencia circunscrita y la apotema del poligono.

Resoluciéon
Como n = 10 tenemos:
180°

En el triangulo determinante 4ADO
tenemos:

sen 18° = i
R
R = 5 = 5
sen 18° 0,309 Fig. 4.19
R =16,1=16
tan 18° = i
a
5 5
a = =
tan 18° 0,325
= 15,4=15

Respuesta: El radio de la circunferencia circunscrita es 16 cm y la apotema 15 cm,
aproximadamente. W

266



Teorema 1

El area de un poligono regular es A = p - a donde p es el semiperimetro y a
la apotema del poligono.

Demostracion
En la figura 4.20 tenemos:

A=n-A, 5

A= n-—1 l+a
2
A = Ll a = _P ea
2 2
A=p-a 1R
En el ejemplo 1 el area del decagonio sera: 4 I B
A=p-a Fig. 4.20
A= 10—'210-15,4=50-15,4=770

luego el area es 7,7 « 102 cm?.

Ejercicios (epigrafe 6)

1. En cada inciso se conocen, de los cuatro elementos de un poligono regular (n, /,
a, R) n y otro elemento. Calcula los restantes y el area.
ayn=7;1=132cm b)n=6;a=174cm

c)n=10;R =235cm

2. El lado de un pentagono regular es de 24 cm. Halla el radio de la circunferencia
circunscrita, la apotema y el area del pentagono.

3. El lado de un octégono regular mide 24 cm. Halla su area.
4*. El area de un octogono regular es 23,4 m?; halla /, a, y R

5. El perimetro de un poligono regular de 11lados es 23,5 m; calcula el radio de la
circunferencia circunscrita al mismo y la apotema.

6. La diferencia entre las areas de un exagono regular y de un cuadrado inscritos en
una misma circunferencia es de 24,0 m?2. Calcula el area del circulo.
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1. Cdlculo de cuerpos

El calculo de cuerpos también se facilita con el uso de la trigonometria. Veamos
algunos ejemplos:

Halla el volumen del prisma que se muestra en la figura 4.21,

Resolucion F
V=A,-h |
Como conocemos dos lados y el angulo com- D |. E
prendido podemos hallar el area de la base. ;
| I
Ay = — b - csena [
2 |
| S,Ocm
= — +3.4.sen 30° /LC
”)Q & 7 N
=6.05 =3 g N
_ B /\ 30 AN
luego V=3 .5 =15 4 Y. B
Fig. 4.21

Respuesta: El volumen del prisma es de 15 ecm?®. ' W

Calcula el volumen del cuerpo representado en la figura 4.22 si se sabe que:
a = 60,0° r = 3,00 cm y la altura del cono es 1,50 cm.

Resolucion
Vo=V, + VvV, (D
1
V., = — arth
! |\
V,=— +-314.32.15 \
3 A
_
V., = 14,13 (1) ~ T e
) w 4
V.= nrih.
Fig. 4.22
En AOAO' rectangulo en O tenemos:
h' = r tan 60°.
h=3.173=5,19
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luego  V,=314.32.519

cil

V., = 1467 (2)
sustituyendo (1) y (2) en (1) se tiene: V. = 161
Respuesta: El volumen del cuerpo es 161 ¢cm?®. W

Ejemplo 3.
Halla el volumen y el area total del ortoedro ABCDEFGH que se muestra en la fi-
gura 4.23.

Resolucion

V=A4,-h (D
AH:8-6‘—‘48 (l)

Hallemos la altura # = DH

En A ABD rectangulo en A4 tene-
mos:

DB ? = AB * + AD ? (teorema de Pitagoras)

DB =64 + 36 = 100
DB = 10

En A HDB rectangulo en D tenemos:
h DB tan 30°

h=10 - -%3- - 0. LT3

I

h =577 (2)

sustituyendo (1) y (2) en (I) se tiene: V = 277<280
Ap = 245 oy + 24, yeor + 24,
Ap=2-8-577T +2.6-577 +2 .48

AI‘ = 258:260

Respuesta: El volumen y el area del ortoedro son 2,8 « 102 m?y 2,6 - 102 m? res-
pectivamente. W

La figura 4.24 representa una piramide regular de base cuadrada de 3,5 dm de al-
tura. Si la altura de una de sus caras forma un angulo de 60° con el plano de la
base, calcula el area total y el volumen del cuerpo.

Nota: El angulo entre una recta y un plano es el formado por la recta y su proyeccion sobre el plano.
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Resolucion

V:—;— Ag-h A, =1

Como la base es un cuadrado, la para-
— — [
lela media FG = [ly OF = -2— .

Como el A FOE es rectangulo en O te-
nemos:

V:—; - 4,05%-35=19.

Como la piramide es regular, sus cuatro caras son iguales, luego:

Ap= Ay + 44, 4

1 =
Apape = Y [ - EF

Pero como el A EFG es equilatero, entonces EF =1 =405 por lo que
il [? = L 4,05% = 8.20
2 2

entonces A, = 4012+ 4 .82 =49,
Respuesta: El area total del cuerpo es de 49 dm? y su volumen 19 dm’. W

Ay gpr =

Ejercicios (epigrafe 7)
l. Calcula el volumen de los prismas rectos que aparecen en la figura 4.25.

2. Halla el volumen y el area lateral de una piramide regular cuya base es un cua-
drado de 36 cm de lado y sus caras son triangulos equilateros.

3*. Halla el volumen de una piramide exagonal regular de 30 cm de altura, cuyas
aristas laterales forman un angulo de 60° con el plano de la base.

4. Una piramide recta de base cuadrada tiene un volumen V = 138 cm? y las aristas

laterales forman un angulo de 72,5° con el plano de la base. ¢Cual es la longitud
de estas aristas?
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A 6,0 cm B 4 32cm 8
a) b)

Fig. 4.25

5*. El angulo de abertura de un cono circular recto es de 64° y la longitud de la cir-
cunferencia de la base es de 126 cm. ¢Cuales son el area total y el volumen del
cuerpo?

6. Dado el siguiente cuerpo formado por una piramide de base rectangular y un pris-
ma recto. Calcula su volumen sabiendo que (fig. 4.26)
a=40cm ; b =30cm;
¢c=25cm ; a=26,6°h =152cm.

Fig. 4.26

7*. Una piramide regular de base cuadrada de 12 cm de altura se corta por un plano
paralelo a la base y distante 8,0 cm del vértice. Si el angulo que forma la altura
con las caras es de 60°, halla el volumen del cuerpo que resulta de eliminar la
piramide superior.

8. La base de un cono recto es un circulo de 1,0 m de radio y la generatriz forma

un angulo de 45° con el plano de la base.
a) Calcula el volumen del cono.
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b) Si el cono es cortado por un plano paralelo a la base a la mitad de su altura,
calcula el volumen del cuerpo que resulta si se le quita el cono superior.

8. Cdlculo en figuras planas

Otra de las aplicaciones de la trigonometria es el calculo en figuras planas.
Veamos algunos ejemplos:

La base menor de un trapecio rectingulo mide 12 cm, el lado no perpendicular a
las bases mide 14,1 cm y forma con la base mayor un angulo de 45°. Calcula el
area del trapecio.

Resolucion

En el trapecio rectangulo ABCD (fig. 4.27), tenemos:

a=220 oa b c
2
En el AAHD, rectangulo en H se 14,lcm ‘
tiene: :"
h = AD - sen 45° 45° I
= 14,1 - 0,707 = 9,96 4 - 2
Fig. 4.27

Como el AAHD es rectangulo y tiene un angulo agudo de 45°. es isOsceles de ba-
se AD : luego h = AH y como DC = HB (por ser lados opuestos de un rectangu-

lo) entonces:
AB = AH + HB =996 + 12 = 22

sustituyendo en (1): 4 = -(-13-—;—-2—2-’— £ 996 = 169<170

Respuestu: El area del trapecio es 1,7 dm? aproximadamente. W

I Ei‘emplo 2 I

Los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 22 m y 11 m. Por un punto del cateto
mayor, distante 8,0 m del vértice opuesto a la hipotenusa se traza una recta que
forma con el otro cateto un d4ngulo de 60°, como se muestra en la fig. 4.28. Calcula
el drea del cuadrildtero que se forma.
Resolucion
Sea el A ABC rectangulo en B (fig. 4.28).

AB = 22:BC =11.EB =80
y << BFE = 60°.
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Tenemos que: c

-
Agugre = Apapc — Anesr
— — |
Asuc =+ AB - BC = -22-11 =12 F ol
[ = 60°
AAEBF:7 EF - FB 1
A
En A EBF rectangulo en B tenemos: ir 2Zm J]
tan 60° = EB Fig. 4.28
_ EB
= = 8_ = 4,62
tan 60° V3

luego Appgr = % - 8 -4,62 =185

por lo tanto Aqere = 121 = 18,5 = 102,5=100
Respuesta: El area del cuadrilatero es 1,0 - 102 m?. W

El pentagono ABCDE de la figura 4.29 esta constituido por un trapecio isésceles

ACDE y un tridngulo rectangulo isésceles cuya hipotenusa AC coincide con la
base mayor del trapecio. Sabiendo que las bases del trapecio miden respectivamen-
te 70 cm y 40 cm y que los angulos £4B y BCD tienen amplitud de 105°, calcula
el perimetro y el drea del pentagono.

E 40 cm D
l l
' |
: |
! |
| 70 cm
A L
A F H C
900
B
Fig. 4.29
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Resoluciéon
Perimetro: P = AB + BC + CD + DE + AE

. 24B +2DC + ED (4B = BCy AE = CD)
AB podemos calcularlo en:

AABC, rectangulo en B e isosceles (fig. 4.29), ya que:
AC * = AB * + BC * (t. Pitagoras)
y 4900 = 2 AB?
AB = 49,5

Para calcular CD , consideramos el A DHC rectangulo en H, que se obtiene tra-
zando las alturas del trapecio tenemos que: <t ACD = < BCD - < BCH
pero <t BCA = 45° (angulo base en un triangulo rectangulo isosceles) luego
<L ACD = 105° - 45° = 60°,
—_— 70 - 40
ademas, A = HC = —'—-—2——— =15
y <KCDH = 90° - << ACD = 90° - 60° = 30°
luego DC = 2HC =30 (teorema 1. epigrafe 2, capitulo 3)
P=2.495+2 .30+ 40 = 199
P=200 cm

Para el area necesitamos conocer:

DH = DC sen 60° = 30 - L;- = 26, entonces:

AQuscoe = Anasc + Aoacoe
il

i5 - BC % (iC + ED) - DH

o= o] —

- 49,52 + —; (70 + 40) - 26

1 225 + 1430 = 2 655

A =2700 cm?

n

Respuesta: El perimetro del pentagono es 2,0 - 102 cm y el area 2,7 - 10> cm?2. B

Ejercicios (epigrafe 8)
1. Un triangulo equilatero tiene por lado 11,4 cm. Halla su altura y su area.

2. Halla el area de un triangulo isosceles cuya base es 80 cm y los angulos adya-
centes de 30°.

3. Las diagonales de un rectangulo miden 6,50 m y el angulo entre ellas es de 55°.
¢Qué longitud tienen los lados?



4. En un triangulo sus lados miden 38 cm, 38 cm y 22 cm respectivamente. Halla
los tres angulos de dicho tridngulo asi como la altura relativa al lado menor.

5. De un rombo se conocen el lado (longitud 6.5 m) y un angulo (45°). Calcula las
longitudes de las diagonales.

6. Dos lados consecutivos de un paralelogramo miden 90 y 98,7 m respectivamente
y forman un angulo de 45°. Halla el area del paralelogramo.

7. En el paralelogramo ABCD (fig. 4.30) <CDAB = 45° ; AC =25m; h=15m.
Halla A 50 -

D c
| -7
h —
| —~
_ —
1
- |
A B
Fig. 4.30

8* Demuestra que el area de un paralelogramo es igual al producto de dos lados ad-
yacentes por el seno del angulo ccmprendido.

9. De un trapecio isOsceles sabemos que sus bases miden 15 cm y 25 cm respec-

tivamente. Si los lados no paralelos forman con la base mayor un angulo de 60°,
calcula su area.

10. Los 4ngulos agudos de un trapecio tienen una amplitud de 60° y 45°. Sabiendo
que el lado oblicuo adyacente al angulo de 60° y la base menor miden 22 cm
y 12 cm respectivamente, calcula el area y el perimetro del trapecio.

11. Calcula el area del poligono ABCDE con los datos que se acotan en la figu-
ra 4.31.

Fig. 4.31

[2*. Se tienen tres circulos tangentes exteriormente dos a dos con radios 35 cm,

50 cm y 65 cm respectivamente. Encuentra los angulos del triangulo que se for-
ma al unir sus centros.
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13*. Si con un hilo se puede formar el contorno de un triangulo equilatero de
5.0 cm de radio. ¢qué longitud, en centimetros, tendra el radio de la circunfe-
rencia que se puede formar con este hilo?

9. Cdlculo de dreas

Ademas del calculo de elementos de una figura plana, también es posible calcular
areas de figuras combinadas aplicando los procedimientos trigonométricos.

La circunferencia de centro O estd inscrita en un exigono regular de 12 cm de lado,
halla el area de la superficie sombreada (fig. 4.32).

Resolucion

A = Agupcoer — Ao = p - a — za? (1)
(area de un poligono regular y un circulo).

Para calcular la apotema: tracemos el radio OA4 y la apotema OM = ua del
exagono.
Tenemos que:
04 = 12 (el lado del exagono es igual al radio de la circunferencia circunscrita)
180° —
a = e = 30°, entonces ¢ = OA4 COs a E D
a =12 cos 30° = 12 - --‘-/-2-3- = 6)3

luego. sustituyendo en (1) se tiene
A= =206 173 - 3,14 - [6/3)?

=374 - 339 = 35

Fig. 4.32

Respuesta: El area de la superficie sombreada es de 35 cm?. W

Ejercicios (epigrafe 9)
I. Sobre el lado AB del cuadrado ABCD de 8.0 cm de lado (fig. 4.33), se ha cons-

truido el triangulo equilatero ABE'y se ha trazado el segmento DE. Halla el area
del A DAE.
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2. En la figura 4.34, BC: diametro, AB = 30 cmy <t ACB = 30°.
Halla el area de la regién sombreada.

C B

B o C

Fig. 4.33 Fig. 4.34

3. En el exagono regular ABCDEF de 2,0 cm de lado, se trazan las diagonales
AE vy BD (fig. 4.35). Halla el area de la parte sombreada.

Fig. 4.35

4. En la figura 4.36 AT y AT son tangentes a la circunferencia, OT = 100 cm y
<« TAT' = 60°. Halla el area de la region sombreada.

Fig. 4.36
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5*. Un exagono regular y un triangulo equilatero estan inscritos en una misma cir-
cunferencia de radio 10 m y los vértices del triangulo coinciden con los vértices
del exagono. Halla el area de la region comprendida entre el exagono y el tridn-
gulo.

6. Haciendo centro en cada uno de los puntos medios del triangulo ABC se han tra-

zado semicircunferencias. Si AB = 50 cm, BC = 42cmy < ABC = 39°, halla
el area de la region sombreada (fig. 4.37).

Fig. 4.37

10. Aplicaciones a demostraciones

Utilizando la trigonometria es posible demostrar, de manera muy simple, algunas
propiedades geometricas importantes cuya demostracion por métodos puramente
geomeétricos resulta, a veces, muy complicada.

Demuestra que la longitud de la mediana relativa al lado ¢ de un tridngulo cual-
quiera ABC en funcion de sus lados es:

- .2
m = |,/~l La’ + b? - L]
2 2

Demostracion

Sean el A ABCy CM = m la mediana relativa al lado ¢ (fig. 4.38).

Aplicando la. ley de los cosenos tenemos:

En A MBC : a? = m? + L% J - 2»1\‘% :I cos ¢ (1)

-1, _
r712+L—§:| —ZmL-g—JCOSB (2)

En A AMC : b?
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Fig. 4.38

pero 0 = 180° - § (angulos adyacentes)
luego cos (0 = cos (180° - §) = - cos &
y la expresion (1) queda:

_ , _
a? = mt + L% J + 2mt-§— J cos § (3)

sumando (2) y (3) se obtiene: a? + b* = 2m? + ZL

NN
| —

B 2
de donde m? = —; tal + bt - -f_-:l

B 2
por lo tanto m = l/~l [al + b - -f-.-:l [
2 2

En todo triangulo, la bisectriz de cualquiera de sus angulos interiores divide al la-
do opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados.

Demostracion: Sean el A ABC'y CD la bisectriz del angulo y (fig. 4.39). Sean
AD =xy DB =Y

X b
Debemos demostrar que: — = —
y a

Aplicando la ley de los senos tenemos:

En A ADC: x ..t (1)

sen ¢

En A DBC: Y - a
sen (180° - 0)
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v a

0 sea - = (2)
y sen 0
sen—-
2
o . X b
dividiendo (1) por (2) se obtiene: — =—. N
v a

El area de un triangulo ABC cualquiera viene dada por la formula de Heron:

a+ b+ c

AA ABC — |/.0 (p - U)(p - b)(p - C) donde p = >

Resolucion
\En A ABC tenemos

1
An qpe = EY b ¢ sen a

I S

— bl l - costa

1 bel/(l + cos a)l - cos a)

2

- 2 2 o2 2 2 2
1 b ¢ VLI + LL_‘_“J Ll - -—bH—aJ (ley de los cosenos)
2 2bc 2bc
lb(.[/[ 2[)c'+b2+c'2—a2J|:2bc'fb2~c2+a2:|
2 2be 2bc

_I/(b+c)2~u2 at - (b - ¢)* -
4 4
_l/b+c+a b+c¢-u a+b-c a-b+c
2 2 2 2

b+ a+c
pero como—zzp, entonces
b+c—a_pva.a+b*c_p46_ y a—b+c_pvb
2 ’ 2 2

luego,

A e =Vpp —ap -b)p - . B

Nota: Esta formula es muy util para calcular el area de un triangulo conocidos sus tres lados. En lo ade-
lante puedes utilizarla en la resolucion de los ejercicios.
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Ejercicios (epigrafe 10)

1. Halla el area del A ABC, aplicando la formula de Herdn, si sus lados son:

a)a=12m, b=14m c=18m
b)a=28cm .b=36cm.c =42 cm

2. Demuestra que el lado de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia
de radio r es igual a r V3.

3. Halla una expresion para calcular el lado de un poligono regular de n lados en
funcion del radio de la circunferencia circunscrita.

4. Demuestra que en todo paralelogramo la suma de los cuadrados de sus diagonales
es igual a la suma de los cuadrados de sus lados.

5. Demuestra que si dos triangulos tienen un angulo igual, sus areas son proporcio-
nales a los productos de los lados que forman dicho angulo.

6. Un exagono regular y un tridngulo equilatero estan inscritos en una misma cir-
cunferencia. Prueba que la apotema del triangulo es igual a la mitad del lado del
exagono.

I'l. Otras aplicaciones

Muchos problemas sencillos de la Fisica y la Astronomia pueden ser resueltos
utilizando los conocimientos de trigonometria. Veamos algunos ejemplos:

Sobre un plano que posee una inclinacion de 23,5° se desliza hacia abajo un cuerpo
sobre el cual actia la fuerza de gravedad (490 N) con una velocidad constante. Cal-
cula el modulo de las componentes de la fuerza de gravedad sobre cada eje
(fig. 4.40).

Resolucion
En la figura 4.40
|F| = 05 : |F,| = OR = 490

|F)| = 0Q

Fig. 4.40

a' = o por ser ambos agudos con sus lados respectivamente perpendiculares.
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En A OQR rectangulo en Q tenemos:

00 = OR cosa OS = OP sena
00 = 490 . 0917 0S = 490 - 0,399
0Q = 449 0S =196

Respuesta: los médulos de las componentes pedidas son:
|F| =196 y |F| =499 ®

Dos trenes parten al mismo tiempo de una misma estacion siguiendo vias rectili-
neas que forman entre si un angulo de 30°. Uno de los trenes con una velocidad
de 70 km/h y el otro a 80 km/h. (A qué distancia se encontraran los trenes al cabo
de media hora?

Resolucion

Sean A la estacion, AB = ¢y AC = b las vias (fig. 4.41). By C representan
las posiciones de los trenes al cabo de la media hora.

A b C

Fig. 4.41

Tenemos que: s = v - ¢
luego c = 80 -0,5=40y b =70-.0,5 =35
En A ABC tenemos: a* = b? + ¢? — 2bc cos a (ley de los cosenos)
a* = 352 + 402 - 2 .35.40 - 0,866
a*=400
luego a = 20

Respuesta: Los trenes se encontraran a 20 km de distancia al cabo de media ho-
ra. B

Desde lo alto de una montaiia a 4 700 m sobre el nivel del mar se observa que el
angulo de depresion del horizonte es de 2,1°. Halla el radio de la Tierra suponien-
do que sea esférica.
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Resolucion

En la figura 4.42 (que no esta dibujada a escala), el circulo de centro O representa

la Tierra.

AB = h altura de la montada.
BC: plano horizontal que pasa
por el observador.
BH: visual dirigida al horizonte.
< CBH = 6: angulo de depre-
sion del horizon-
te.

OA = OH = r radio de la Tierra.

Fig. 4.42

En A OHB rectangulo en H (por ser BH tangente) tenemos que:

OH
cos 0 = ——
OA + h

r

cos 0 =
r+h

h cos 0

de donde r = ~———
1 - cos @

or = hc_os@_ ( Ver ejercicio Se del capitulo 3 )

2 sen’ﬁ
2

4 700 - 0,999
2.0,019?

4 700 - 0,999
2.361-.10"

r = 6503186=6500000

Respu-sta: El radio de la Tierra es aproximadamente 6,5 - 10° m. W

0
Nota: Al hacer los calculos se ha utilizado la expresion 2 sen’— en lugar de 1 — cos 6, pues al ser esta
2

ultima una diferencia tan préxima a cero, se pierde mucha precision en los mismos.
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Ejercicios (epigrafe 11)

1. Dos ciclistas parten de un mismo sitio al mismo tiempo. Uno se dirige hacia el sur
a 13 km/h y el otro hacia el este a 11 km/h. (A qué distancia se encontraran el
uno del otro tres horas después de la salida?

2. Un caballo tira de una vagoneta con una fuerza de 735 N, en una direccion que
forma con la horizontal un angulo de 35°. Determina la componente horizontal,
la vertical y el angulo que forma con esta.

3. Un avion meteorologico sube 8,0 m/s y su velocimetro sefiala 420 km/h.

a) ¢Qué altura alcanza el avion a los }O min?
b) {Qué angulo forma la trayectoria del avion con la horizontal?

4. Durante un ejercicio de las FAR un observador ve dos nidos de ametralladoras
enemigas A y B bajo un angulo de unos 130°. Oye un disparo de 4, 7 s después
de ver el fogonazo, y uno de B, 8 s después. (A qué distancia estan los nidos de
ametralladoras uno del otro? (Tomese la velocidad de propagacion del sonido
igual a 340 m/s.) :

Ejercicios del capitulo

1. Resuelve el AABC y halla su area si se sabe que:

a)a =44,6; b = 34,1, y = 90°

b)c=11,5a =204, a = 90°

c)a = 30,3%a=13;8 = 90°

d)a =799° = 44,6° b = 56,8

e)a =804, =451°y = 354°

f) b =834;,¢c=952;a =51,1°
gla=73,b=82,c=09,l

1}
nou

Hon

2. Un aviador desea hallar el ancho AB de la entrada de una bahia (fig. 4.43). Los
aparatos del avion le indican que va volando a una altura de 500 m. Si se en-
cuentra directamente sobre el punto 4 y el <C AO0B mide 37,6°, ¢cual es el ancho

de la bahia?

o
B 4
——————
Bt —— ——— ~ —_—
—P—
- a —— ——
Fig. 4.43

284



3. En una circunferencia de centro O, la cuerda AB mide 60 cmy < AOB = 70°,
Halla el radio de la circunferencia.

4. El angulo de elevacion del extremo superior de un monumento es de 18,2° desde
un cierto punto. Si se caminan 100 m hacia el monumento, el angulo de eleva-
cion es entonces de 45°. (Cual es la altura del monumento?

5. El techo de la nave de un almacén esta sostenido por una estructura de vigas,
una de cuyas unidades se ilustra en la figura 4.44.

Si <t BDE = 58,5°
<< BAD = 26,3°
AD = 16,6 m,
halla la longitud de la viga 4B.

A D E C

Fig. 4.44

6. En un triangulo ABC, a = 48,96 cm; § = 48,3°y y = 57,4°. Halla el radio de la
circunferencia circunscrita al triangulo y el area de este.

7. Los postes de una porteria de futbol estan separados 7,32 m. Un muchacho patea
la pelota desde un punto del terreno que se encuentra a 15,2 m de un poste y a
17,5 m del otro. ¢Bajo qué angulo tiene que dar el golpe para anotar un gol?

8. En un AABC, CD es la mediana relativa al lado 4B ; AB = 84 m;
CD =42my <ADC = 60,5°. Halla el area del triangulo.

9. Un cayo se ve bajo un angulo de 33,9° desde un punto que dista 3,0 km de uno
de sus extremos y 7,0 km del otro. Calcula el largo del cayo.

10*. Se dirigen visuales a dos objetos inaccesibles 4 y B desde dos estaciones C y D,
situadas a un mismo lado de la recta que une a los primeros. Las dos estaciones
distan entre si 562 m, se miden los siguientes angulos: <<{ACB = 62,2°
<L BCD = 41,1°, <<ADB = 60,8°y <« ADC = 34,9°. Halla la distancia que se-
para a ambos objetos.

11. El lado de un pentagono regular es de 21,8 cm. Halla la longitud de sus diago-
nales.

12. Un lado de un paralelogramo mide 35 m y una de sus diagonales 63 m. Calcula
la longitud de la otra diagonal sabiendo que el angulo formado por ellas es 21,6°.

13. Calcula el radio de una circunferencia inscrita en un triangulo rectangulo, cuya
hipotenusa mide 8,0 m y uno de sus angulos 60°.

14. Calcula el area de la figura limitada por los contornos de dos exagonos regulares,
uno inscrito y otro circunscrito en una circunferencia de 10 m de radio.
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15. La cuerda comun de dos circulos secantes es lado del tridngulo equildtero ins-
crito en el primer circulo y lado del cuadrado inscrito en el segundo. Si el radio
del primer circulo es 3,0 m, calcula:

a) el area de la figura constituida por el triangulo y el cuadrado,
b) el area de la superficie comun a los dos circulos.

16. Calcula el area de un octdogono regular inscrito en una circunferencia de 6,8 m
de radio.

17. Un tanque de agua esta constituido por un cilindro de 1,5 m de radio y dos se-
miesferas (fig. 4.45). Si el angulo a es igual a 60°, halla el volumen del tanque.

Fig. 4.45

18*. Demuestra que el area de un cuadrilatero cualquiera es igual a la mitad del pro-
ducto de sus diagonales por el seno del angulo que forman.

19*. Siendo ABCDEF un exagono regular (fig. 4.46), calcula el area del trape-
cio DEGH.

Fig. 4.46

20. Desde un moderno helicoptero que vuela a 600 m de altura se observa un punto
del terreno 16 s después de sobrevolarlo y bajo un angulo de 32°. (Qué velocidad
llevaba el helicoptero?

21*. Un satélite viaja en una Orbita circular a 1 600 km sobre la Tierra y pasara so-
bre una estacion de rastreo al mediodia. Si se demora dos horas para completar
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su orbita y el radio de la Tierra es aproximadamente 6 500 km, calcula a qué
hora el satélite sera detectado por una antena dirigida 30° sobre el horizonte
(fig. 4.47).

6500 =a

Fig. 4.47
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Respuestas de los ejercicios

CAPITULO |

Epigrafe |

MavVv, bV, oOF dF eV, NV, gV, hV, V.
2] a¢, be, o0¢., dc, e ¢, DHc, ge, hc,
Blae, be, ¢, de, ec, NHe, ¢, he¢, D
[4) @4 ={xeR:x>V3|, b)B=|xecR:x<)2}.

) C = {xem;-3<x<2,75§, 4D = {xerR;- 2 —;— <x<43

Epigrafe 2

m AUB = %8 732 ; Zi ;= 15 L;'; 3,283 : 9; - 13;;

5
AmB=§2—; 9; 8,73}-,

Avg={-7, V23, B\A=13283:- 13, BUC =B,

BNC=C, B\C=19;8732},C\B=9.

MUN = {xeZ:x>-3}, MNN = {xe N:2<x<5}, M\ N = {xe N:x>5},
N\M =i{xeZ:-3<x<2}, NUP =N, NAP = {3},
N\P={xeZ:-2<x<5, P\N=9¢.

DUE:{xelR:x<5}; DNE = {xelR:- 3 7: <x<1/§}

EuF:{xelR:x>—3%}; EmF:cf);D\E:{xelR X<-371}»
F\D=F.

IZIPuQ=§xe|R;x>-%§, PAS = P, QuS:{xelR:x>-3},
0NS = x eR:0<x<5, Q\S=|xeR:x>5],
P\Q:{xelR: ——:—<x<0}.
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Epigrafe 3
M aax=0, ba-=2, c)y=—%,

db=20;b=3, e)z=—%;z:%, Dm=0m=2,

5 = 7 Vs
Ja=—=;a=-YV2, h)x=0;x= —;x = —.
g 3 2 5
[2] a) xeR, xz4; b)acR,az-4,a227; o x-yeR, xz-21,yz4;
d)x,ye[R,x;:O,y;——;—; e)x,Ze[R,x;r:O,z;t-l/zi;

f)m,peLR,m;:O,p;:—l—30; g) xeR, x=0, xz2.

a) a,bccR; 24; b) mnpeR;-13; ¢) abcecR*, -28;
d) x,yeR;-11; e meR,necR* 3; f)agbe IR;% i g)cbe IR;—-—IZ—%—;

h) x,y,z cR* 5344, {a-b-ccR; -1—61;

i) xy,zeR; x,zz0,y + z#0; -10,5; k) a,c,d eR*, 3a - 4dz0; 8.8;
D xeR, xz-2; -3; m) ecmp eR, mpz0, pzc; 25,0416.

E] a) No, b) Si, o) Si, d) Si, e) Si, f) Si, ' g) Si,
h) Si, i) No, j) Si, k) No, 1) Si, m) Si.
El a) dom f: R; dom g: R; dom A :R; dom i: R*; dom m:xeR x#-3

3 7
R\ -3}, b) f(2) = 2; (-2) = -10; — =-— 0,3) = -491;
o xeR\ -3, b) f f (5)=-5: 203
1 44 |
-1) = -4, -— ) =- ; h(@3)=2, hl-—) =2 h(-0,1) =-048;
el d-5) =5 1o (-3) (-0,1)
in=-2; i(2)=-L, i0a=-0484 mca =09
5 4 2
1 3 - 4 3
— ) == ~03) = 0,076; 3g-2)=-3 — n(Z) =-29;
() = - me0d) g-2) = n(5)
1 3i
i (-1 — ) == 2g-l -2) = -24.
z()+m(2) 78 g-1) + m(-2)

(6] a)v=29m/s, b)s=248m, c¢)v=262m/s,
d) w = 12 rad/s, e) v =>55ml/s, f) F= 34 N, g) M = 48 Nm,
h) v, =34m/s, i)E =105 j) v, =51m/s

(7 a)9a - 76, 1) =5m. ) 2¢ — d?, d) -2b%,  e) -x*-3x? + 3x,
f) -10y2 - 6xy + 5x?y, g) -48a*+ 23a+ 1,7,

ERNSP ’

h) - xy .

Todas son verdaderas excepto el inciso e) que es -2x? + 3x — I.
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Epigrafe 4.

(1) a)35 - 10x, 1) 21 -9y, ¢ 5a? -9, d)-12x? + 24x - 32,

e) 106* - 6b2, ) 12z* - 623, g) -2z, h) 12a% - 164°, i) -8a® + 8a?,
i) =24y% a + 48y° - 6y, k) -2y + 4y%a + y*.

2 @2x+2, b x2+2x-8, ¢ -3 d-a*+3a+ 18,

e) 3x? - 4, f) 2x* - 2x* - 12, g) -a® + 3, h) -12a® - 11a® - 2,

i) 6x*, i) 9x® - 49, k) 16y* + 40y + 25, 1) 9a* - 48a? + 64.

a) 14x - 24, ) 8x? — 4x - 24, c)8a+ 7, d)5y* - 27y + 18y,
e) Sy’ — 12y* - 3y - 3, f) -Sm?* + 16m - 15, g) -6m? + 4m + 1,

h) b2 - 5b + 12, i) 232 — 35t - 4, j) 8p? + 2p - 8, k) 7p* - 6p + 2,
1) 2z — 522 - 32z + 48, m) 5a% + 10a + 10, n) 3a + 8,

n) 716* - 1526 - 16, 0) 2b* + 15b - 24,

p) 36m* + 718m?* - 60m + 75, q) 108p® — 40p* - 29p? - 64.

[4] a) b* - 8a? - 8b + 3a.  b) 3b? - 6a? - 8b + 4a, ) -2b* - 2a? - a,

d) 10a? - 5b% - 10b + 7a, e) b? - 10a? - 2b - a, f) 10a? - b + 2b + a,
g) - 16a* + 9a - 22b, h) 28a? - 14b? - 5a + 14b.

@a)—5y2+9y+3. b) y2 + 3y - 3, c) -3y - 6,

d) -9y + 9y + y - 6, e) 3y’ — 11y + 9y + 2,

f) —-6y* + 20y% - 31y + 20y, gyt + Sy + 2,

h) =12y + 21y? - 7y + 2.

(6] a)6x2 - 3x + 7, b) -8+ x+ 1, ¢ 8x* - 4x2+ I5x - 19,

d) 4x* - 13x + 20, e) -x? + 4x + 29, f) 7xt - 22x + 69;

g) -8x3 + 15x% + 4x + 8.

(7] a) 4a + x, b) 5m + 2n - p, c) -x* - 5x - 6, d) 5y - Tx + 4xy,
e)13b+9 - 11b", f) -3a’x - 2ax + 4a, g) -11x¥y — xy + 10xy?,
h) 14c? + 8¢ - 24c', i) 8b2 = 19b + 30, j) -Tx* + 8x% - 3x + 41.

a) 2x2 + (6x - 4 + 3x2); -2x2 — (- 6x + 4 - 3x}),

b) 3x3y* + (=5x%3 + 2x5p? — 9xby); 3yt — (Sx*y® — 2x%y? + 9xby),

c) -2,3a® + 0,4a* + (-5,4a* - Ta* + 3,6); -2,3a° .+ 0,4a* - (5,4a® + Ta* - 3,6),
d) 4 + (=2,7b% + 9b2c* + 0,76bc*); 4 — (2,7b%c - 9b*c® - 0,76bc*),

e)8x? +(94x"' =75 - 32x); 8x2 - (-94x" + 7,5 + 3.2x),

f) —; x5+ (=3.4x7° - 8,5x* + Tx7?), —‘91 x5 - (3,4x7° + 8,5x* - Ix?).

(9] a) 3x? + 6x?) + (<2x + 9); —(=3x* — 6x2) - (2x - 9),

b) (-9a%b - 6a) + (3ab? - ab?®); - (9a*b + 6a) - (-3ab? + ab®) - (3ab - 9b),
c) 3,4y 2 - 6x ") + (8 -37x); - (-34y 2+ 6x") - (-8 + 3,7x),

d) (5x2 - 3x%) + 2p - 3pY; - (=5x% + 3x%) - (-2p + 3pY),

e) (2a® - 6a’h) + (-3ab + 9b); - (-2a® + 6a*b) — (3ab - 9b),

f) (S5m2n® + 14mn*) + (=2n° - 6m™' n®); — (-Sm?n® - 14mn*) - (2n* + 6m™"' n®),
g) (4x5 +9x* — Tx3) + (6x2+ 15x—8); — (= 4x5 — 9x* + 7x?) — (=6x2 = 15x + 8),

h) (1,23 -7y —4p) + (8 + Ty + 2y73); (1,20 + Tyt + 4y) —(8 =Ty =2y73).

Epigrafe 5
[I] a) 2y° + y* - 16y* + 15y2,  b) 10a® - 4la* + a* + 12a?,
c) 18x* + 24x® — 79x* - 40x, d) 20y7 - 69y° + 44y% + 12y,
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e) -2a’ - a® + 26a* - 15a*, f) —-6b* + 21b° -35b* + 36b + 14,

g) 32x% — 44x* + 23x* - 4x? - 4x,  h) -8y® + 10y* + 64y* - 9y — 15y2

i) 24x® + 10x® - 35x* + 25x® - 6x2,

j) 1027 + 262° — 50z% + 24z* - 152> + 2122 - 9z,

K) 9a* - 36a® + 48a% - 24a + 4, 1) 25x® - 20x° + 4x* - 40x® + 16x% + 16.

a) 6x% — 2x5 - 40x* + 12x% - 2x,
b) —18a® + 89a* — 1304’ + 86a? - 6a,
c) 8y° — 28y + 55y* — 81y° + 41y — 28y,
d) -54b* + 99b* + 27b* - 75b + 40,
e) 24z + 252° — 68z* + 252° + 1822 - 16z + 14.
a) x? + 4;3, b xt-T;31, o) 2x?+ 5x + 18; 47,
d) 3x? + 2x - 8: 4, e) x! + 6x + 4; 32, f) 3x2 - x + 2; -8,
g) 2x2 - x + 5,0, h) 5x3 + 7x? + 14x + 30; 57,
i)x? - x*+3x-14;38, p2x3+x-2,0.

(4 aab=-7. b b=-4 o b=-4, d)b':-%?-.

[5] aaNo. bB)Si, ¢ No. dSi

Epigrafe 6

(1] a) 656 - 3),  b) x(2x* + 9b%),  ¢) 4a*(3a? - 1),

d) 12y22%(3z2 + y*m), e) 1p3(5z* - 8pg?), f) xA4x2 - Tx + 2),
g) 1Ilm*(2m - | + 5m?), h) 6x’y? (4y? - 3xy - 5x3),

) 12m*Q3mn + 2m*n® + 4), j) 12a*b® (4b%c? - Sabc’® - 3a?),

kK) (x + 4) 3x2 - 7), D (x - 2y) (Sa + 3b),

m) (z + 3a) (8b - 3x), n) (2b + ¢) 3a + 5d - 7),

n) (Ilp - 8) (2g + 3 - 6a), 0) (7b + q) (8m - 4b + 3).

@ a) x¥(3x + 1), b) 2lab*(3a’c* - b?), c) m*(35m? + 27m + 32),
d) 3p® 2pq® - 4p*qg® + 9),  e) Ix*y’ (6x% - 3xy + TyY),

f) 18¢% (2ch* + 4b* + 3c¥d*), g 12m*x*(2mx? + 4m?*x - 5),

h) 1l1a¥4ptc’a - 3p’a? - 5¢°), 1) 53 (12x%y%c — 15x%y® - 1laic?),

j) 12mspic* (8mpic® + 5p* + dm?c), k) (3a? + b%) (5x* - 6)%),

D(x - 2h) Ba + Tm - 3), m) (b — 3¢) (12a* + b - 30),

n) (a + 3b) (9g - m - 2n), i) (5¢ - 6h) 2m - 3 + 8a - 9b),

o) (15p + 8a) 2m — n - 7b + 60), p) (3b + 8¢) (1 - 21bg - 56qc),
qQ (2a - b) (m - 3p - 2a + b).

a) (Sa + 1) (Sa - 1), 1) (6x + 7y) (6x — 7y),  c) (4b — 9¢) (4b + 90),
D@+ - oG- en. 0(§ er) (L -0),

o (ca* + % x) (ca* - % x), h) (—; m* - 10a?) (3 m* + 10a?);

i) (_1112 P} - a2b4) (%_ P+ a2b4)’ D 0,Im + ¢ (0,1m - ),
k) (0.3p% - x*%) (0,3p? + x*»), 1) (0,5¢ - 0,08p2c*)(0,5¢ + 0,08pc?).
E a) (2x - 3y)(2x + 3y), b) (8a%b - 9y?) (8ab + 9y%),
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1 1
c) (10m* - 7p%?) (10m* + 7p3?), d— xH’ - 1) {— xH* + 1),
om0 (L 1) (1 1)

e) (% m? — llpzy’) (—2_ m? + llpzy’),

) (0,7p% - 0,6¢2x®) (0,7p% + 0,6¢2x%), g (0,09 — 1,1x22) (0,09y° + 1,1x2Z7),
"h) (2x -y = 9y3x*) (2x — y + 9p°xY), i) (m? + 3n - 129)(m? + 3n + 12y%),
j) (5% - 2¢ - 0,7y (5b° - 2¢ + 0,7y%),

k) (8m + 1p* + 6x°) (8m + 7p° - 6x3), D) (322 + 5x — %) (322 - 5x + y?),
m) (4p° + 3a - b*)4p® - 3a + b?), n) (18a - 27 - 4a*)(18a - 27 + 4a*),
n) (xy — y + 2a + b) (xy -y - 2a - b),

3 5 13 5
o)( 4x+122+3)(4x+122 3).
[5] @x(2x+7) 2x - ) b) 2y(yx - 5) (yx + 5), ¢ 6a’(2a + 3) (2a - 3),
d) Sx¥xy? - 4m*) (xpy® + 4m*), e) 13bh2c3(b? + 2¢) (b - 20),
f) 8m*n (m*n + 5) (m*n - 9), g)(d*+ 1)d+ 1) - 1),
h) (m*p? + 4) (m*p + 2) (m*p - 2), i) 2xUx? + 9y x + 3y?) (x - 3yY),
P)-5mdm* + 1) 2m? + 1)2m? - 1),

K) @ (-i- a+0.1) (% a-0.1) (i;- a? +001).

[6] @+ 4 bBx-52% olc+9,  d2b-3 e lby+ D
f) (@26 - 8),  g)(10a + b*cH%  h) Bmp - 5x)? D) (x + 3 + 3y)2,

2
D(S x40) L 00200 - 05pI D Qa4 S - 6w

(MJax+5Hx+2, B@a-D@-2. -5+ 3),
d) (m+ 5)(m - 4), e) (c - 6) (c - 4), f)(x + 3) (x - 18),
gy +24) (y - 3), h) (a® - 16) (a® - 3), i) (b2 - 12) (b? - 3),
) m’ + 15) (m’ - 5), k) (x2 - 8a) (x? - 2a),

D (y? - 16a*)(y? + 4z4), m) 3x - 7) 3x - 4),

n) 5(y - 2) (5y + 2), n) (7a + 10) (7a - 4).

a)2a+ D@+3), bBGBb-2)b-3), o Gx+2(x-2),

d) 4y - 3) (y + 2), e) 3m - 8) (2m - 1), ) (7p + 2) (p - 3),

g) 3x3 - 1) (X - 12), h) (5x* + 3) (x* - 2), i) (6y5 = 5) (¥ + 2),

j)(dm? - 3p*) (m? - 3p), Kk)(8a® + 3p’)(a® - 4p®), D (9c¢* + 3m?®) (¢* + Sm’).

[9] &) (x + 3%, b)(a>- 5% ¢ Qc -1 d)(m' - 8) (m® + 2),
e) (y - 6)(y - 3), f) (B> - 6) (b® + 4), g) (d° + 10) (&* - 4),

h) (p* + 12) (p* + 5), D& - 1) -25), j)Qa-3)a-4),

K) (2m® - 7) 3m® + 1), D 10x7 - 3) (x" - 4).

a) (x? + 2) (x2 - 14),  b) (46* - 3a)?,  ¢) (3y2 - TH)(y? + b),

d) (m?® - 4b?) (m® - b?), e) 2x*. - b*) (2x* - 11b%),

f) (b + 6a’)(b? - 24d°), g) (5x2 + 6y7)?, h) (a® - 6b) (a® + 4b),

) (8y* - 3x%%  j) (c - 2p*) (3¢ + 5p*), k) (5% - 2x%) (»® + 5x3).

[ a)sx(xh2x-6. b4y -6 (-4, c l2ab (b-4) (b +2)
d) 3m*n 2m - n)?, e) 6xy (2x + 3) (x - 4), f) 8b%c (3¢ - 1) (2¢ - 1),
g) 154°¢2 (3d + 4) (d - 2), h) 10m*n* (5m + 3) (m.- 4),

) 7x¥y 2x - 3y)?, j) 2a*b(a? - 6) (a? + 4),

k) 6bc® (¢ - 4) (2 - 2), 1) 84%h* (d* + 6) (d* - 2),
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m) 5m*n*2m? - 9) (m + 1) (m - 1), n) 6p’q(4p® + 3)(2p* - 9).
) Ix*yAx? - 6y) (x2 + 3y), o) —12a’b¥a*b + 6b* - 12).

Epigrafe 7

M aw@-10@-3a+5. b)b-2)0b2-b+2). o(x+2)(x+2b+3),
d) (c = 1) (c + 3)c-+ 2), e)(x + DNAx +2), Dm+3)m-4) (m+ 2),
g)la-1)(@-2)?2 h)b-2)b-3)b+ 1), D) (x - Dix+ 3)x - 2),
)a+ 1) (a - 2)2 KN(m+ DHm-1)(m =22 D(z-1)Nz+ 2Dz + 3),
m) (y + DAy + 2)(y - 4), n (x + 2)%x - 4).

a)(c+d)(x+m). b) (@ + b) (y - 2), c) b+ q)(d - h),

d) (b - x)(a-dolx-b)(d- a), e)(m+ 2)(p+ 5.

f) (2a - 3) (b + 5), g) (x + 2) (x - 3y),

h) (4a + 5)(x - 1), i) (x - 4)(4x? + 3),

) 2m - 5)3am - 2b*) o (5 - 2m)(2b* - 3am), Kk) (p + 3a) (4p* - a),
D (6x2 — y*) (3x - y). 0 (B - 6x3) (y - 3x),

m) (y - 32) (5a® - 2b) 0 (3z - )2b - 54*), n) (1 + x)] - x%yz),

i) (@* + 5b)a + 2Na - 2), 0) (2ax - 3)(2x + 1)2x - 1),

p) (a + 2)(-3a* - 5b*) o (~a - 2)(3d? + 5b%) o —(a + 2)(3a? + 5b°),

qQ) (g + b)(x -y + 2), r) (x + 2)(x? - z - 3).

Blaatx+3-a(x+3+a., b Qa-1-4y)Qa-1+4y).
)3y +5-8c)3y + 5 + 80), d)(6p - 7 + 9m?) (6p - T - Im?),
e) (dx - Sy - 2) (4x + Sy + 2), ) (10p + 7a + 3v)(10p - Ta - 3y),
g) (6x — v + 7z2)6x + vy - 72), h) (1la?2 + 2a + 9) (g - 1)(1la + 9).
i) (2¢ + Sa - 3b)(2¢c - Sa + 3b), j)(y - 6a + 4x)(y + 6a - 4x).

[Zl a)(x -2 x+2+a), b)la+3Na-3+7x), ¢c)Bm-2)3m + 2 - 4a),
d) (54* - b)Sa? + b - 3a), e) 3p - D(2p + 3d’p + a'),

) 26 + T)6m - 2b + 7), g) 3m - §5)(a + 2b), h)(x - 7)3x* + 4a),
Dix -3)x+3-4a)o (3 - xN4a - x - 3), DS+ 20 (5 - 26+ 2m),

k) 3y = 5 - 4x)(3y —= 5 + 4x), D 2x2 + 3 + 5x)(2x2 + 3 - 5x%),

m) (—; - 3a+ 7)(—; ¢t 3a-T). x-S+ 6yx =S~ 6y

n) 2cid - 3 - S5mn?) (2ckd - 3 + Smn?)..

(8la)(b - 8)b +4 - 7)., b)(x - 7)N8d - x + 6),
c)(y + 2)(y - 2) 3y + 1 - 5p), d) (5¢% + 1) (2p? - 56 + 2),
e) (8a - 5)(2x? ~a - 1), Dy - 2By - xy - 5), g (m - 8n)m + 8n + 4b),

h) (% X2y + 3x? - 7) (% xly — 3x? + 7)‘ i) (2y - 14y + 3 - 5x),

) (2x? + 3)9x3 - x?2 + 4), k) 2p - 1) (3m? + 4),

1) (3y? + 22)(9y - »3 + 32), m) (3p - 5) (3a + 2p)(3a - 2p),
n) (a - 2y*)(2a%? - a - 2y%), n) 3a® + 2)(3a® - 5 - 8b),

o) 3m - n®) (S5m? - 3m + n?), p) (2a - 5)(2a - 5 - 5b).

Epigrafe 8
3
Ma 22 b -2 g2 oL o ezt
9a* y3 m? 2ctd* ala - b)
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2 Im? 5

a
) ————\ -, h) - —, i) =, ) -1,
X2y (x = y) 8 4p’ 5 xy?
3 _ 2 112
K - dxy¥(5p m)‘ D 5¢Am? + 2h)
3 16d
m - —m 83X
2m¥m + 6 - 3x)
@a)—l——. b)a+2’ C)_gc_’ 9 m+3’ e) 2a+5~
Xy a 3 m - 3 2a - S
_ _ _ 2 2
) b 6' o) 3¢ 2~ h) n (n ])’ 0 3x i) x ‘
b+ 3 4¢ + 3 n-=6 X+ 3 x -6
2 _ 2
k) 4 +7‘ h x+5. m) (a - 2)(4a +1)‘
at* + 9 2x + 3 a-10
x“f.iﬂ_ o 3x+ 2 0) 212y - 1)
a@Ba+ 2 2x + 7 29+ y
12x 6y (a - 3)a + 3) 2x? + 4x
qQ —8———, 1) ., 8) =
x - 10 (2a - 5)a + 4) 2xt + 3
3 2 _ 2 -
p SOy my o3y x e mon
y - 2x 6m? - 6y 4x? + |
2 E 2
a)x+4.b)b+3.c) m+3‘d)a S‘e)u+l‘
2a’x be - 2 m - 2 a - 3b? a - 3b?
p2a-l gy prd oA oy, dmm2pn Tx
ab - 3c 4x +y - 5 Im+ Ix + 2p
_ — _ 2
@a-X324 o222 el g mr3
2x? + 1 y+ 2+ 3a a -2 2m - 3a
_aiEs gy 3vz2 -3
a*+2-2m’ y -5 b - 1
. 2 _
[a 4X230 yx-2 2br7l-2x 4 »+r8
a-2-x x -4 x -3 3 -z+y
e)_x__—__d_;_l_’ n - d+4+2p0 d+4+2p' g 4x—3+2y’
Sa + 2 4 +d-m m-4 -d 2x - 5 -y
h) 5x—3a~6, 0 32—_b—4‘ i) 2c—3—4x‘ k)_él_ci_f_g_)_c_ﬁL}’
2x — 4a + 3 z2 - 2b + 1 2¢ + 4 x -1
3a - 8 b -6 5x - 17
) ———— m) ——————— , n) — .
x - 2a*+ 17 a+ b+ 17 x -3y -1




4 4..,2 3 3
@a) Sa’ b)—);—. o) 16bm__ a 5x_ be

, - 9y5z212 ) , - ==
2b? 2la’n? 274 2a
3 : LY
g - 3 . h - 36x ‘ 0 32m1_1__. i) (c 4)_‘
a-»b x -3 5(n - 7) 2¢ (¢ + 3)
K - S(a + 6)a - 3)’ D 3 .
16a*(2a + 1) ) bla - 2b+ ¢)
2 2
a2 b 2x o 2y 4 3z e 2b(b + 2)’
’ 6 x -3 y -1 z+ 1 b -4
2 _ _
£) 8a¥2a 3)‘ 2) 3b (b + 6)’ h) (2x + y)(2x - 3y) ,
a -2 4q? 3y (x - 5(2x - y)
2 2 3
D - 1 ‘ i) c_' K) 2(2x? + 5)_‘ h Smn (5m* + 2n)
442 b x (2x2 + y) 2n + m?
x? a® - 5h?
m) ——-, n) - )
2y 6a*3a® - 4b?)
B o 223 paes o4t g Xz L
m 2x + 3 2x? 4h?
[ Se+ 3 - ba y X2 h Mo i) —3md — 2
3u RY 4m
i _a-2b x-2 1) b+l
4p - 3 i+ a-4
@a)__y+2 b)z—()—2m )b—S d)x+3—6y
y + 2x -.8 z+ 4 6¢? 4x + |
2a - 1 - 4b (x + 3d - 4)(3d - 2) 3x? a-=6
e) -————— ) , g —————, h) —————
a*b - 3c 20x = 2)(d + 4) 5 - 2x 2ab?
2) (3x + 22)(x - 2)‘ b) (x = 2)x + 3b - 5)-
(x* + 3)5 - x) (x - 5)26% - 1)
Epigrafe 9

m a) 72, b) 300, c) a’x’b?, d) c®x7z%y?, e) 84a’h®,

f) 240d*c®, g) dmin (m + 4), h) xy(x + y), i) m*p(m® + p),
j)3a’(a + 3), k)25z22(z-3)3, D2 -3)4b+5), m)ala-1),
n) b+ 1)b-1), n) 4a*(x - 1), o) (x + 6)(x - 6)(x - 5),
p)(m+ 2)X(5m - 2), @ (x-2)2x2 % x+ Dx -3b+ 2)x - 3b - 2).

bx?* + ay? Sm - 2nx 4mxy? + 6a*x? - 6a’y
2| a) , b) ————, c)
a?b? 15x? 12x3y3

L)
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3¢+ c+ 13 2y + 17x 4c¢? - 2¢- 9 6r + 20s - 5Srs

d) , €) , D , 8
12¢? 10x%y 36¢2 & 24rs
) Tlx2y + 2xy? + 12y% + 10x° 0 15ab* + 4b® — 9a? + 4ab?
30x2y? ' 72a%b} '
a*b? - 27b - 20a X 16cd*y? — 14c3y? - 2d*y — 15d¢?
90a’b? ' 70c3d4y? '
6x2 - Ix + 6 5a* - Ta - 2 2yt — 12 .. 5n* + 13mn + 8m
)] , m . n , )
2x(x + 2) (a - 2)? YAy + 4) m(3m + n)?
15x2 + 30x + 16 -16x? - 9y? 36b2 - 81b + 25
o) , p) ——————, q)
3x (3x + 4)? 12xy 36 (3b - 5)?
7z-26 < a®+6a+42 ( 6y - 4xy - 4x?
(z-3)z+3)z+4)" (@a-2a+3)5-a) Bx + 2p)(x + 3y)x - y)
2 1 2 _
a) 2x +3x+]2’ b) 3a l7a+12’ o) 2b I1b + 19 ‘
x2(x + 3) 2a (a + 3)a - 3) b+ 5)b - 5 -3
13y + 3 o) 5x2 - 19x + 16
b+ Dy-3Q2+ 1’ (x — 6)(x - S)4x + 3)
22+ 9z + 11 2 2y? + 8y + 24
Bz- Dz-4Q2z+ 1) (3 - 20 + 52y + 3)
4q? . 28x + 25 ) 3a? + 8a - 6ab

C) :
@+2m-3 " xodx-3n VY @-da+2-b

2m? - 17m - 3pm - 6p b -a? - lla + 22
(m - 3)m + 2p)3m - p) (@ + Da - Dlar+ D’
3a? + 13a - 8
4a (a + 1)a - 1)
@ a) ._.___20_--’ b) I s C) _-_.)f_i.ﬁ__' d __l_ R e) -..__)_(_i._z_..__
x (a - x) X -y 20x - 2) x -3 x (1 - x)
2 _
0 3 ’ 2 2(x+y)‘ h) 4x ’ i 3a? + 3a - 24
a+b x -y X+ y (@ + D¥a -9
_ 2 _
i) x - 10 ’ K 3 N I 2x2 + 27x - § ,
(x+ Dx -5 a+ 1 (x - Dx = 2)(x + 5)
x+5 4
m) , n) ————m .
(x - Dlx + 3) x2(x - 1)
@a) 5b% + 2b + 14 b 9a? - 10a + 3ax - §
b+ 6)b-6)b+4) @+ 1)Q2a+Da-1+x"
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-15y? - 9y - 15 d a* + 7a* - 1la - 16

(4y - Dy + 2Q2y + 3)’ (a - 2)(a* + 2)(a® - 6)
-2x* + 21x - 8xy - 4 - 23y ) -9az + 7z - 6a + 3ap - 8pz - 2p
(x + 4)(x - 4 + 3p)x - 4 - 3y’ (z + 3p)z - 2)(z - 2a) '
2 _ 2 _
@ 2) 18a% + 13a 4. b) 2a o 9x .
3a (3a + 2) (a + 2)a - 5) (2x - T)x + 4)
56* + 15b - 10 3 3a
. e . D .
2b(b - 2) 2¢ (2¢ - 5) (x + 3)(x - 2)
=
2x
[ a X+ y b) x+y+2x+ypy-2)
xy3x +y+3) 2xy '
Epigrafe 10

(1] a) 2, b)-9, ¢) N.S.. d) Indeterminado x R}, e) 3,

f) 0,5, g -05, h)3, 102 j -5, k)';— D= -; -2,

2J]aty-4 boy-8 oSy-5. d-1y35 e0y-8,

" ‘/;' y - V;'. g -1,y S, h)7y~;, D-1y8 HNS. kNS

—- 2 2 2 L2

Blav=]/2Epy=T pp=Am g 2202
m cM 2nr 2bc

@a)—%. b)4, ¢S, dNS, e0, 02, g)—%.

hix:xe€ R, xz0, xz 1}, 1) —1—3-3— JNS., kKI-4, Dx=-2, m)S.

Glae, vi6 15, s, d)§4;%}, OB -7 Do,

5 . 10 . 5
)—2;3.h){3;——}, )il;-———. ){2;-*}.

g | 3 1 3} ! 3
k){7-v73;7+2v3§’ Dl

(6] a) + 2; + 1, b)i-‘/-;-;il, ) £V3 £ 1, d +V10; £1, e NS.
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Epigrafe 11

[ s.

12.
3] R—48; G—16.

[ 60.

(5] E—60; 4—45.

[6] H—27; v—21.

Ano anterior: 17 031; Afno actual: 51 093.
Ano anterior 75 000; Ano actual 85 000.
(9] « = 96°. g = 84°.

30° y 150°.

1°Ano: 85, 2%°Ano: 125, 3 Ano: 210.
80°; 60° y 40°.

Marta, 6; Caridad. 5: Ana Lilia, 7.

104 en cada lado mayor y 52 en cada lado menor.
84 este ano y 63 el anterior.

63 en el mayor y 42 en el menor.

1988: 3.8 ha; 1989: 5.8 ha.

300 km/h y 500 km/h.

E ERFEREEEEE

2—-()—- dias.
11

B
\
e

3— min.

2— L.

14,10 0 -10 ; -14.
12 o -8.
-5,-805;8.
=13, -12 0 12; 13.
10y 11.
-5,-303;5.

14 y 16.

-4 009.

EEEREEREE B B B B

(39}

9

[e <]



2
|

3015
3

8 o -2.

Base: 12 m, Altura: 16 m.
Largo: 20 m, Ancho: 14 m.

2l my 7,4 m.

8m; 15my 17 m.

16 cmy 20 cm.

90cmy 12 cm.

19.1 hy 21,1 h.

Ancho:4,0 m, Largo: 12 m.
Altura: 16 mm, Base menor: 8,0 mm.
Ancho: 8,0 dm, Largo: 16 dm.
160 m.

1.0 m.

FREZEEREEEREE & &

Epigrafe 12

M ax<2 bx>-6 ¢ x<I0, x> -+

e)x < -7, Dx=3, gx<-2, hx<lIl, i)x>2,
J')X<——Ll—-, k) x < -1, l)x>——-2--5--.
2 6

Rla)x>4 0 x<0, )x=>8 o x<-1, ¢ -8<x<-2,

d) -6 < x < e) xelR, xz§, f)x=%. g) N.S.,

1
5
h) xeR, Dx<-1 o x> 3, j)——;<x<2,

k) N.S., l)x>% 0 x < -4, m)xelR,

nx>4 o x <-4, n -1 < x < 8.

Blax>4 o x< - b)x<2 o x<0, ¢x>S5,

2
} 3
d x < -2, e -4 < x < 3, f)x>?ox<—2,
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glx>3 o 8<x<l, h)—% <x<4 0 x<-3,

2

)x>2 o—4<x<3, PDO<x<3 o x<-5,
5 12 5
k)x>7, l)x<—?, m) x > 7, n)—? < x<4;xz2,
ﬁ)in;x;:—i, 0) x < _ 3 o—3 <x<——l ox>£.
3 2 2 3 2 3
Ppx<-3 o0 -2<x< 4, q)—2<x<% o x < -5,
rNx>60-6 <x< 3, s)x>—l;x;%,
t) 2<x<4ox<--;. u) -8 < x < 4.

Epigrafe 13

ma)x:3;y=—2. b)x:-—;;y:4. c)x:—2;y:%,
dx=-l;y=6, elx=02;y=-4, Dy=-04,2z=-02, g x=-l;y=2,
h) u =-4;, w=-2, i)t=—§—;s=l. j)de;y:—“—x—;—lO,

K)u=4v=-5 DNS, m)x=0y=-_15, n)x=—'33;y=ﬂ

3

| |
A) x = 6;y =30, o0o)x=2y =3, ) X = —; y = —,
Yy Yy p 2 Yy T

2] a) 30y 18.
(3] 37vy2.

7 1
@ E y i
(5] 15y 10.

l6] 28 y 20.

[7] 1200 y 800

Circulo: 18, Estrella: 22.

@ Mario: 42, Alexis: 24.

Hembras: 120, Varones: 100.

@ Aprobados: 32, Suspensos: 6.

fiz Pelota: 40; Natacion: 30.

3 36 de 5ty 44 de 7t.

4] 187,5 mL al 28% y 312,5 mL al 12%.
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a) 2,1—93 t al 96%: 2 1—43 t al 70%. b) Imposible.

37,5 L al 7% y 62,5 al 3%.
66.

54.

25.

67.

54,

45 m/sy 3 m/s.

Hombre: 3—; km/h; Corriente: l—; km/h.

Avion: 225 km/h; Viento: 25 km/h.
6 m/sy 4 m/s.

RER £ REEREEE &

8§ m/sy 7 m/s.
Epigrafe 14

1 a (0;—; ;—; ). D@L, 9L, d G,

N 13
eJl— :— ;— ). 0 (-4:-5;2), ) (2:-2:-1), h){— :— ;= ),

(2 6 3 ) g (3 24 )
D (42-1), ) (21=2:1), k) (-;— £0:3), D (5:-10:15), m) (4=351), n) (3:5:-2).
203 4 Lo 1

y6:128), p(Z:=:=2)., a(=:=:-=).

@ a (3 475 (6 4 2)

e) (5:4:3).

e
~
| —
& -
=
—

3] 8,7y 4.
$1,30 (meldn); $1,00 (pifia); $0,30 (aguacate).

Norma 20 h; Caridad 30 h ; Moraima 50 h,

Fermin 20; Leopoldo 25; Jorge 30.

60 ($0,15); 105 ($0,20); 90 ($0,25).

72°;.45°; 63°.

293.

753.

325.

12% (1°°) ; 14,8%(2%) ; 9,76 % (3°).

13 4 (75 min) ; B (112,5 min); C (90 min).

@ La llave 4 en 4 h, la llave B en 3 h y el desagiie en 6 h.

B E)E o) [= &) & [@[==]
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Epigrafe 15
(1 a (1;2) : (9:-6).  b) (4:8) ; (-4:-8), <) NS, d) (4-1);

(33). @O 3D DO B BT,

ey (2 - B NS, DG k@
19 9
30 1) peaokans, meni (2 - 1),
313 303
n) (-6; -3) ; i‘--; -l) n) (1; -2); —ll; 22 )
777 33

Ejercicios del capitulo

(0 ae; g;c5¢, b)AUB = |xeR; x>-2};

AND = |xeR; 1.8 < x < 43 BNC = |x eR: -
A\BI%XG|R:—2<X<—% ;B\C:{xelR:x)]/g};

D\ A ={xeR: 4,3 < x < 6}; c) uniones 6, diferencias 12.

a)Dom A : x<R* ycR ; Dom B : acR\|3}, beR\|-4;0},
b) 45.4; —48; — 7,53, ) —6,65 ;524 ; - 2726,12.

a)x2—4x+2, b) 2x} - x* - x - 4, c) -8x2 + l6x - 6,
d) -4x3 + 10x2 - 16x + 6, e) 5x2 - 14x + 12,
f) 4x3 — Ix2 + Tx - 7, g) —6x3 + 10x2 - Ilx + 4.

(4] a) 3a2 - 6a +8, b)b2+8b- 12, ¢ -llx + 17, d) 9y2 - 12y-30.

@ a) cociente: x2 + 4x - 10 ; resto: 13,

b) cociente: 2x* - 2x - 4 ; resto: —14,

c) cociente: x2 - 2x ; resto: 4,

d) cociente: 2x? - 7x% + 21x — 58 ; resto: 172.

(6] a = 12.

a) 2y - Dy+1), blx+5kx-4), )3 -0
d) (y +2) (3x - 7), e)a-5)Q2a-17),

D2+ 4)(x-3)(x+ 3), g) (4x® + 5)2x* - 1),

h) (2a - 3) (2a + 3) (4a® + 1).

(8] a)(x +2b) (@ - b)), b)(5x - 3) (5x + 3 - 3a),
c)(m -4 +9y) (m - 4 - 9y?), d) (x = 5) (x* + 1),
e) (y —2) (yr+ 2y + 3), ) 2m + 7) 3a? - 2m + 7).

.

B o 28 o8 o8
3y - 8 3y 2y - 1



—-6x2 + 37 x -8 14x* - 15ax - 31x + 14a - 2
12

a) , b) -
3x (Ix - 2)? (7x = 2)*(Ix - 4a + 2)
o) 34x - 16a + 8 + 3ax
3x(7x = 2)0(7x - 4a + 2)
@a)——z—;’—, b) x =26, c)x= %2, d)x=—%;x:4.

4 aas=3, vs={, oS {-1;——1—31—},

d) S = {-2; —213—§ . e S =Tl

as=13L ws={(-53)]. os=16-

| 14 3 13
d)S:{ -—;—§, e) S = [(16:8)], f)s:{ ——;-—}.
(-5:5) 16:3) (- -=)
fig a) (16:52,73), 1) (3;4:5), © (1;2;3),  d) (-2;3;5),
011 1) pasre
2 4 3
7 aax<0 0o x>3, b-1<x<4,
Ax< -3 00<x<3, d-1<x<0o0 x>=09,
e)-S<x<0 o x>3, lx<-50-1<x<5
D39y 2. D U6y 23, o(¢ - )
| 1 1 1
(4;5), d\ - —,;-— — =
CAPITULO 2
Epigrafe 1
3 6
m a)—l a, b) 3y L0 —— d)(x +y3, e)a’ b,
4 x3 a’ b*
1249 13
D @b, g o mxt, 02 ) 4t
& al a-»b
uxt - 1 x+ 4)? 1
2] a) ——, b) , ¢) ——— d)(a - b, &) (a - 3)
ux ( x -2 ) (x +2)
f) (a + b)%
(16 ]
WF). DFE) oF(<). V. 9Fw DV,

g) F (x%), h) F (xy)?, i) F (43).
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(6] a2, b-2, oI, d)—;, e)—;, f)-1, g -1, h)03,

D2 -2
2 2
(7] 50, B)-6, ©0, d10, €9, 097, g8, h) 705

a)x>0, b) xelR, ¢)x<0, dx=2 e)xekR,
Dix]>2 ©x>3 hxeR, D0<x<4 jxcR

@ a) [/3— b)l/7_3, c) [3/; d)l/2_3, e) [3/)cy—2 f) l}/(x+ »t,
g) [‘/6? h) Vny’z‘ .

@ a)IyS_;. b) [6/5‘-0— c) [72T d) lé/g e) l[yx"y“

0 17 (x+y)’_"

8

Y= y— -
@a)x:l/4, b)x=[/—4, c)x:il/2’, d) N.S.,

o
e x=+)/7., Dx=0 gx=22, hx=3

Epigrafe 2

Mals. ole. o3, o]/ o,

81

- i s §— I
Voor . ole . w|/(2) aVir. plfa,
n
k) l/— D |7(0,06)‘2 :

Gl a2 b2, o3 d64 €25 N4, g l6, h4

2/5 4/3
B] a5 b) 1122, ) 10V, d) 42, e)(—;) , f)(%) ,

l -3/5
) M7 h) 32772 D) (ab)'?, = '
g J (2 ) |
4 a)x=27.b)x=4,0 x, =14, x,=-18,d) x, = Il x, = -5,¢) x = 1—11

Epigrafe 3

m a) a'’s, b)alt ) xSV d) x}, e) a’’? 1) a?’’,

g) 2%,  h) (% )”2.
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a) a'''s, b) 2a??, )y, d) a’/s,

1 6 1
/ . 29/ . o b
e) 13 . 3 g)15l 2. h) 3, i)2¥% ) —3- ., k) 5 D T

10

2
(5 aax - x"2 bla-b o ﬂ—-l—)——

a

. d) x-l/B yl/8’

1/2

e) 2x*% 4+ Sx + 4x"? + 1, ) x + y.

4, —

6l al/x . b “‘ o Var. ol eoly . olx.

Vy
16— —
g) I/xS . h) [74x . i)2x + 3 - 2[/x2 + 3x .

Epigrafe 5
(] @2 b2, c)%. d)0, e-2, D-3, g-3 h3 a4,

i) 3, k) S, 1 1 .
3

Epigrafe 6
__ 4 — — v —
Male. w3 o-2 dle. -2 dla. 22,

12,— 6,— 6, —— 4
h /6 | n%. j)%. V2. vl/1o, m e,
mla . 015  p 4

2l]av. BF oF &V, eoF DF gV. hV.
a)[74—, b)|/;, c)[/a_, d)(x+y)|7x+y.

4— 3— 3j—
e) a?, f) a", g) x [/x3 , h) x [/xy , i) (@ + b) I/ab .

.

Db+ o l6ab+ o, K21 +3x, Dawtz)z,
4— _ 4

m)4bl/a, n) 5x/x -2, o)—MI/8(a—b),

3a + b)

4
x2 y}

) .
P 3z z
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3 5
(4] aa/49a, ) )125a2, o V96xtyr, d) | 16x% ,
3 /. 4

3 6 J
e) l/Sa“b3 , D l/3xa‘ , 8 % ax’, h) [/2(x + y)?,

3
i)l/(a+b)3(a—b), PUx-y, K a+i,
a -—
1) l"/aZn 41 .

Epigrafe 7
4, — 4— 6, — 06— 6—— 6,
Mal/2s Va. w8t Ve, ol |ab.

18— 18 18
d) l/(ax2 S ) A l/(a + b))’ I/(x - 1),

30— 30~

e) V(xy)"" l/X'S’ I/(xz)2 f) Zl7(xyz)’ ; 2[7)«"‘.\”‘;

18—

214/)‘_2 g) i}; 170'5' l/c .

[Zla)l/ﬁ >l]i>l7§ b)l7?>l75>l72_.
s,— 3— 60— —_ 4 — 85—

ol >3 >V2. ol >Vx >Vx.

Epigrafe 8
_ 3— s, — — -
Mae3 32, ol1slx., dal/x +9/y.

e lx-Sy+6a)b. D5 .o,
h)abc(l/; +l/£ +|/;) i) 2x2y? [4/; j)y[/; .

K2)3ax, DQ@my)2m,

(2b+a)l/ (3—a3)]/ )_]/20
o)|/ -—Cb— p)(x+1— +xy)‘/— Q) 2x%y? l/x
1) (2ab - l)l/2ab + l/_b - |/ 2azb2
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Epigrafe 9

Mal3, v-40 oalab, o -3a6)x., o 2x
5 —_ ¢
Dxyz, @ xV-15, wably, 3x/14ab. /108,

12 4 6 12
K6 /32000, D6abx}/2x, m[/xy, w3 |[pc |
01, p-2. @loo-41l/s, n7-4/3,
s)8+4\/3_, t)a - 4/ab + 4b, u) x + y, v) 6, w) 0, x) 0.

@al2. v c)3|/%, dallb, e)—:)l/—c;.

Dx . o2y wlio. vX Ve, 202,
3b 2 2

K) -‘-:—, Dalab . m n)% /2507 |

o) [/5; p) I/; + |(/, x|l o+ (‘ ———l-—-.

X -y
Epigrafe 10
4 ff— 4
Wa 3 — 2 [/21 xy a [/xy’ , [/8x’y
Ma 2L w69, 0 . d) )
a Ty xy? y
6 n
l/'3 087 x* /3x - 1) [/ ac X [/y"‘ :
f) ——— g) —— h) , i) — —,
3x x -1 bc y2
l/an ' l/7 N Vj -
| —— N P .4 E N S e
x" 2
a-2/ab + b |/x+l—x—l 3
W3+ 3
n) , o) - , p) ———,
a-»>b X 23
x - [/ xt - y?
Q)
y
X — a+|a?- x?
2] a) = -2x+xy, b4, ¢ al/3 , d)
y x
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x-2/xy +y (a - b)/(a@a - x)x - b)
e) -

X -y ' (x - b)a - x
g) 0, h) v,

}/a2+b2
) -

a? + b?

i

Epigrafe 11

(Jas=1{18, bsS=8, cS={2, dS=¢, e S=16}
NS=1{6, g S=16}, h)S-=1{26

DS =Ml )S=lol k>S=§_‘3i},

ns:{%}, mS=¢, nS=p;3,

00S=13, pS=1{;2, @S=1{12, 1 S=1{2,
$S=140 0S={3, ws-=1{9,

v)S=1{3, wS=1227, x) S=1{5,

y) S =4, 2 8=i{lo}

a)S=1{l}, b S=14, ¢c)S=16}, dS={1}
- 1 - -

e)S-{: } DS=13L o S-= s,

hS=1{3, DS=1l}, jS§=15

5
Bl = —.
3] -

Epigrafe 12

[I]a)f:{(x;y):y‘:Zx;(xelR)f,

b) f=1{x;y :y=2x+5;(xeR),
o) f={x;y :y=xt-2;(kxeR),
d)f:{(x;y);y:—g— —6;(xelR)§,

e f=1{x;y) :py=x-2x;(xeR)

f)f:%(x;y):y=—)lc—lO;(xelR*)%,
g)f={(x;y):y=—i— ;(xelR*)},
h)fz{(x;y):yzé+3x;(xe[R*)§.
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[3] a) funcion inyectiva b) no es funcion, c) funcién inyectiva, d) no es funcion,
e) funciéon no inyectiva, g) funcion inyectiva.

Epigrafe 13

m a) A, E, G, I pertenecen y el resto no;
b) B, D, H, J pertenecen y el resto no.

3—- j—
lzla)a=3, b) a = 15,625, c)a:—l/:‘i, d)a:Sl/S,

3
1/91/6 3 6
e)a = —— f)a:—l/i, g)a =3, h)a:2 lﬁ
3 4 2
a) (-2;-8), b)) (1;1), ) (0;0), d) (3;27),
/9 1 1 1
- = - — 3 f - 5 - ), - 2;_ 6 )
o - Lo -3 (- 5i- =) w e

h) (1 - a; - (a - 1)) 3

@ afix=0g:x=1p:x=2, b f:x=0,g:x=V-2:p:x=-3.
6 afW=x+1, BfG=(-27° oy=(x+3)7-8.

M ab=-3¢c=2 b b =0c=0;b,=2;c,=-8,

b =-2,¢c,=T;b,=1;¢,= -2, d) b =51¢ -2b,=-1;c, = 124,
e)b=-4c=6, 0Hb=-2,¢c=-2

Epigrafe 14

m Los incisos (a - ¢ - d) corresponden a funciones inyectivas por lo que tienen in-
versa. Los incisos (b - e - f) no inyectivas (no tienen inversa).

Epigrafe 15

[1] a) A, B, D, y E pertenecen, el resto no;
b) G, H, I, y J pertenecen, el resto no.

@

a) b) c) d) e) f)

ceros X=0 - X =-1 X=-1 X =1 -
a) b) c) d) e) f)

Dominio X=0 X = -8 X>0 X>0 X > -2 X=21
Imagen Yr<o Y=>0 Y=0 Y>4 Y= -3 Y=>2
Monotonia| ~ M.D. xflc | M.C. M.C. M.C. M.C.
Ceros X=0 X = -8 X = - X=17 -
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(5] a)gx) =)x-2, g =/x-1 -2, dgw=x+1 -1,
dgx=/x+4 +1.

Ejercicios del capitulo
@ a-12, b)—:%-, 932, d)—l%-, o3, 0435,

3 — —_
93/a, ms -2)15, D12, pa, K 70/10 - 100 V5,

D17 +12)/2 .

@ 2 1;3, b)—3—13—69—, 02-6/2 -18/3 +3/s, d)l—?:-.

3 a)f/w;f/;;l/;, b)ls/;; "0/;;‘/;‘ C)f/;;; 13/7—,1/;,
d)f/;;f/g;r/;;l/;, e)l/a+b;l7a2+b2.

(4] ) 0.817; b) 0,408; ¢) 1,08; d) 10.5; e -3,14;
f) 4,63; g) 9.89; h) - 0,230.

Ea)a[/;, b)ZnV;—mV;, c)6ml/m—n,

3
) _
d) 4a?l/x + 3y, e)M, f)(]/a + 1)l/a+1,
a
2]/5 /xt - a?
a

923ax. wala-b. i )

X

2@ - Yfa-1)

(6] a)i/;, b)—Zi/x—l Vx+l, c)
a* -a+1
l:l/al/_)2—|/bl/;c:|2

d) a- 2Va ’ o) Wa - 1)2’ f) —
ala - 4) a - 1 a-b
 —— 3_ -
olx +Vy. mwlz. W=
X+ y
4
l/xzys I/x4 4 — x?
j) ————, k) )
» 2
@ a6 6 0  d3 e)—;?, f)—v—22—.



a)S=103, bS={}, oS=§@, d5= {2,
e) S = {5}, f) S = {4}, g).S =1{3}

h) S = {1}, i) S = {11}

[9] a) No es funcion, b) No es funcion,
Af={x:y):y=x'-2x x€l

d)fz {(x, y) 'y = _1 + x2;x€R*L
x3
e)f={(x;y) :py=x2+3x -6, xR}

f={xy :y=Vx-3 xR, x > 0},
g)f=1{x;y) :y=log, x; x €ER, x > 0}.

0 a) No es funcion, b) Funcion (no inyectiva), c¢) Funcion (inyectiva),
d) Funcion (no inyectiva), e) Funcion (inyectiva), f) No es funcion.

@ Inyectivas b) y ¢).
@ a7 -{(7 . -2); (<20 1); (— 0)}.
b) f5' = {(2; 0); (3; 1); (115 3); (185 4)},
o f = {3.2:-2: 02 -1 (5 -2 )i 0 0.

d) fi' = {( = 15 0); (0; 1); (15 8); (25 27)},
e) f5' = {(2; 1); (45 2); (6; 3); (8; 4); (10; 5)},
) f5' = {(b; a); (d; o): (f; e); (i; h); (ks )i

4 a)Domf:x>——§~, b) Dom g: x €R,

c)Domp: {xeR; x < 0 o x> 1}, d) Dom g: x €R,
e) Dom k: {x €R; | x| > 4}, f) Dom m: x € R,

g) Dom n: {xeR; x < -3 o x = 4},

h) Dom h: {xeR; 0 < x <1 o x = 3.

15 a (1; Def)(; Deg (I; Deh, (1; 1)E p.

b) No pertenece a ninguna funcion dada, c) (3;9)e,
d) (0,2;0,008) cg, e V% V2) eh,

D16 20V2ep, ) WLV ep,
W WE VA en DUV,

j) (3; 27)e g, k) No pertenece a ninguna funcion dada,
D(-1; -e g, (-1; - ep.

CAPITULO 3

Epigrafe 1

(1] a) sen « = 0,600; cos « = 0,800; tan & = 0,750; cos 8 = 0,600;

sen f = 0,800; tan § = 1,33;

b) sen a = 0,685; cos a = 0,729; tan a = 0,940; sen § = 0,729; cos § = 0,685;

tan § = 1,06;
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c) sen a = 0,20; cos a = 0,98; tan « = 0,20; sen § = 0,98; cos § = 0,20;

tan § = 5,0;

d) sen o = 0,815; cos a = 0,578; tan a = 1,41, sen f = 0,578; cos f = 0,816;
tan § = 0,709.

@ sen f = 0,38; cos f = 0,92; tan §
tan y = 2.4.

sen i = V—zz;cosﬁ: —l-/zi;tanﬁ: 1.

0,42; sen vy = 0,92; cos y = 0,38;

(4] @) cos @ = 4/5;tan a = 3/4; sen f§ = 4/5,

b)senf = 5/13;tan f = 5/12; cos a = 5/13,
c)sena = 4/5;cosa = 3/5;sen f = 3/5; cos § = 4/5,
d) sen f = cos f§ = Lzz—;tanaz 1.

(6] cosa = 12/13; tan a = 5/12.

sen f§ L‘Z tan f§ = __l_/_3:7_

sen y = -3V10;cosY = K_l_f)_

10 10
3)/ 205 14}/ 205 3/ 205
COS ¥y = ——————j $EN ¥ = ———-——; S€N ff = ———mr;
() cos v 205 Y 205 g 205
14 /205
cos f = — stan f = ——.
d 205 b=
10 a =20 cm.
@ ¢ =50cm;cos f =0,60; tan « = 0,75.
2 sena = V38, _ s

; COs a = .
58 58

M3 b =10cm;cosp =083 tan y = 1.5.
4 a=34cm
i3 a=b=28cm;sena =071;cosa=071l;tan a = 1,0.

Epigrafe 2
m a) _l_/.g_’ b) 2 — V3 s c) _31/_3_' d) M’
2 2 4
o2 p1 93w —a2ya p X3
2 6
2] 1 - 32
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6 + 3Y3.

4 2
6] F. = 250N; F, = 433 N.
F=306N;F,=265N.

a2, b —§‘2—:V-2— ©02/3.  d)1 -Vl

9 +V3 V6
El a) x = ————3—. b) x = F
[ a)Si, b)No. ¢)No, d)Si
2 a) 5139, 1)35200  ¢)75.0°  d) 450
13 a) sen 35° = cos 55° sen 60° = cos 300,
b) sen 15° = cos 75° sen 29,7° = cos 60,3°,
¢) sen 51° = cos 39°; sen 79,3 = cos 10,7°; sen 5° = cos §5°.

a)a = 60° b)a =525, ¢a=75 das=6717° ¢ x=171.7°
) x =73, g ff=45 h) =90° i)y =529°

I

5 a) 2sen x, b) 2 cos x +senx, ¢ 2, d) —9—98—{—?——'-_
Cos X
Epigrafe 3
M a S 23 . b)tanla 144
senla 8
2] a L w0l
sen’o
Epigrafe 4

(1] a) 0,2419; b) 02419; «¢) 0,6745; d) 0,0523; ) 0,2588;
) 0,0699; g) 0,9986; h) 0,9999; i) 0,0122; j) 0,8211;

k) 0,4586; 1) 2,006; m) 114.6; n) 0,6574; n) 0,2198;
o) 0,143; p) 0.815; q) 3,06; r) 0,530, s) 0,986;

t) 0,370, u) 0,018; v) 0,919; w) 0,182; x) 0,261.

a) y = 0,4289; b)y = 0,6574, c)y = 0,8049; d)y =0,1167;
e)y = 4474, f) y = 0,9391; g)y = 0,6594, h) y = 1,921;

i)y = 0,631; )y =0,131; k) y = 0,038; 1)y = 0,396,

m) y = 114,6; n) y = 0,6574; i) y = 0,2198 o)y =042
p)y = 0,999; qQ y = 0,229; r)y = 0,6018,; s)y = 0,9063

a) x = 780% b)x=514% ¢ x=108 d x=74°

e) x = 26,1°, ) x = 25,7° g) x =449° h) x = 65,0° i) x = 31,1°
i) x = 25,3°% k) x = 27,59 Dx =175 m) x = 73,39

n) x =774, i) x = 6,99 o) x = 56,39

p) x =31,5% q)x=2359% 1) x=79,1°9 s)x=8l°

[4] a) -0,332; b) 64,7; ¢ 0,988; d) 16,0; e 1,34, 1) 6.44.
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Epigrafe 5

[ a)a=30% ba=30% ca=30% da=60% e)a= 45

f)a = 30° g)a=414° h)a =60 i) =45° j)a = 30

K)a=528% Da=30% ma=329 n)a=79;

fi)a = 46,2 o)a =106, p)a=637% qa=323%

r)a = 448° s)a=2309° t)a=152° u)a=787% v)a=1733°

w) a = 75,59 X) a = 53,99, y) a = 559, Z) o = 42°,

a)x = 19,5% b)x=531% ¢ x=797% dx=267% e x=482°
f) x = 634% g x=501,3%  h)x=693% i)x=522

a) 10°,90°, b) {0°.30°, ) 0°45°],  d) |0°,60°,/ ) {30°, ) |60},
22, /ho, @45, j) s, k9,

D {300, m){60°, n){90°

@) [60°,  0)160°,  p) {0°},

Q) 0%, 0459, s)g . 1) 109309

[4] @) x, = 0% x, = 70,5°,  b) x = 41.8°,  ¢) 0°,
d) x = 52,20, e)x, = 76%x; = 63.4°, ) x =583°  g)x=634°
h) x; = 90% x,=70,5°, i) no solucion,  j) x = 17,5°.

[5] a) 60.8°;  b)39.4°  ¢) 75.4°  d) 52°.

[6] a) 62,6°  b) 60,19 ¢ 87°  d) 57.9°,

50°.
[8] 66°.

Epigrafe 6

W alolv, bloll, ¢ollolll, dIlolll. elolV.
DIolV, glolV, h)lllolV.

a)l, Db, oll, dIV, e lV.
a) Si, I,  b) No; «¢)Si, IV.
(4] a) Verdadera, b) Verdadera, ¢) Falsa.

(5] a) sen 120° = V73 ;cos 120° = - —; ;tan 1200 = - /3,
b) sen 210° = - ; cos 210° = - -l/—3—; tan 210° = .KJ_

2 : 2
c) sen 315° = --V—Z;cos 315° = ..l./_z.; tan 315° = - |,

2 2
d) sen 240° = - —Vzi; cos 240° = - —; ; tan 240° = /3,
e) sen 3300 = - —l ; COS 3300 = --@-- tan 3300 - __l{__3__.

2 2 3
f)59n135°=—l£2-2—:cosl35°: _Lzz-. tan 135° = - 1I.



@senx: --Z—V—S—;cosxz —-—Vi;tanxz - 2.
5 5
a)sen x = ——; cos x = — ; tan x = }/3; [
b) sen x = - — ; cos x = ——; tanx:——V;-;lV
c)sen x = |; cos x = 0; tan x no definido:
d)senx:—;cosx:——;tanx:—% I,
e)senx:—i;cosx:-i;tanx:i;lll.
5 N 3
f) sen x = f——l/—éz--; Cos x = l_/; tan x = |; 1V,
g) sen x = 0; cos x = —1; tan x = 0; angulo axial.
@ a) cos 4 = _.__1./1_; tan 0 = _W7_
4 4
b) sen 6 = -—z-lg-z--; tan 8 = 2)/2,
Dot 2 g S
3 12
d)sen(?:—}—-,ws(}:_
S
e)cosH:—z;lanH~~-J-/--5—, l')sen(f:f—l;lan():——l-/-}—.
3 2 2 3
E]a)cosoz:J_ri;tanoz:iri b)sena:t—-!—z-—;tana:i—-l—z—,
5 4 5
c)sena:ii—ll;COSa:i--Vl—, d)cosa:iws;tana:i-g/i,
17 | 7 15
e)sen a = i—-z—-!——;tana: ¥ 21 .
20
f) sena = 5;cosozzil:—.
/194 5)/ 194
g)sena = 13 ——uo . Cos @ = &
194 194
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m sén a = ——g-l/%; cos a = — _2.1{_.11
iy

S€n «

cos a = -0,8; tan « = -0.75.
@ a) sen a = ~-VT7; cos a = AV? tan « = +£0.1,

b) sen a = —VL cos a = —21/6— tan o = V—ZI tan a = - W‘)—l
4 5 2 91

Epigrafe 7

m a) x =37° b)x=77° ¢)x =063, dx =067 e)x =065,
f) x = 53°, g) x = 28°, h) x = 46°, i) x = 58°,
j) x = 76°, k) x = 36°, ) x = 7°.

(2] a) 180° - 55°, b) 180° + 37°, ¢)'360° - 46°, d) 180° - 18°,
e) 180° + 85°, f) 360° - 75°, g) 180° - 6°, h) 180° - 82°,

i) 180° + 89°, j) 180° + 36°, k) 180° + 83°, 1) 360° - 66°,

m) 180° - 61°, n) 180° + 34°, o) 360° - 86°, p) 180° + 43°,
q) 180° + 75°, r) 360° - 18°.

G] —Vzi, b) -0.5. ¢ V—; o g Y2 oy V2

3 2 2
= L1 Lo ' V2 /3 =
) V3, h) -1, ) - =, )-—, K-—— D) — ) V3,
gV - j 3 5 ) 3 m) -}/
n) _\.l/}_’ ﬁ) - ﬁ, o) ﬁ, p) ﬁ’ q) -1.
2 2 2 2

(4] a) 0,8572; b) -0.7547;  ¢) -0,5095;  d) -0.5736: ) -0,2924;

f) 7,115, g) -0,7431;  h) 04226, i) -4.705; j) 0.5707: k) -0,5075;
1) -0,8012; m)-0,7902; n) 0.822; 1) -0,5867.

(5] a0, b)o, c)——Vf—, d 1, e)—;, f)—-Vgi
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a) % . b) 26

a)l, b)x, =757x,=-157
(9] a) a, = 30° a, = 1509 b) a, = 60° a, = 300°,

¢) a, = 225% a, = 315°, d) a, = 135% a, = 225°,

e) a, = 210° a, = 330°, f) a = 180°, g) a, = 45°% a, = 225°,
h) a, = 120° a, = 240°, i) a, = 120° a, = 300°,

j) ay = 150° a, = 330°, k) a; = 0% a, = 180°,

D a, = 30° a, = 210°,

[ a) x, = 30° x, = 1500, b) x, = 135% x, = 315°,

¢) x; = 30°% x, = 1500, d) x; = 60° x, = 240°, x; = 120°, x, = 300°;
e) x, = 120° x, = 240°, f) x, = 30° x, = 150°; x; = 210° x, = 330°,
g) x, = 0% x, = 360°, h) x, = 120° x, = 240° x, = 0° x, = 360°,

) x, = 1209 x, = 240°%x, = 180°, i) x, = 90° x, = 270°,

k) x, = 19,5 x, = 160,5°, 1) no solucion,

m) x, = 131,8% x, = 311,8°, n) x, = 109,5% x, = 250,5°,

n) x, = 63,4 x, = 243.4°, x, = 153,4° x, = 333.,4°,

o) x; = 194,5% x, = 345,5° x; = 41.8° x, = 138,29,
p) x, = 41.8° x, = 138,2°,
Q) x, = 0% x, = 180° xy = 360° x, = 203,6° x, = 336.,4°.
Epigrafe 8
0

M a-= b .7_" y I d) _5_"_ e) .ﬁ_; f) _l_.”_

12 4 30 12 6 9
0 5w 2E Doged 126 k) 3863 D106 m) 2.41;

30 4
Sz 53

n) 0,830; o) -—3— p) q) 0,117, r) 1,423, s) 1,235

30 °
t) 0,581; u) 0,147, v) 2,15, w) 0,036.

a) 225°;  b) 330% ) 75% d) 30% e) 315° f) 49,1° g) 108
h) 216° i) 84,8% j) 53,7 k) 277° 1) 48°, m) 54,4° n) 323°,
i) 66,5° o) 21°  p) 1359 a) 299° ) 3559 s) 3559

38,20;% rad.

[4] 10 km.

Epigrafe 9
E] I; II; IV; 1V; 111, III; I; Iv.

a) 60° b) 75°% c) 134° d) 155,6° e) 24,4° ) 78,5; g) 325,6%
h) 227°; i) 203° j) 240,3% k) 312,4°;, 1) 238,79
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2 47 In
mo0;, n=; - omn p— q-— 1084
2 3 G S
s) 424; 10,15 u 6,03; v)282; w)0,0S.
[4] a) si, 215°, 1) Si, 113, ¢) No d) Si, 85°, e) No; ) Si, 173°.

E] Se dan en orden seno, coseno y tangente de cada angulo:
a) -0,9659; 0,2588; -3,732, b) -0,7660; 0,6428; 1,192,

c) -0,9135; 0,4067; -2,246, d) -0,805; 0,593; -1,36,

e) -0,9945; 0,1045; -9,514; ) 0,5299; -0,8480; -0,6249,
g) -0,6691; 0,7431; -0,9004, h) -0,8192; -0,5736; 1,428,

i) 0,6691; -0,7431; -0,9004, j) R 1,

k) 0,4726; 0,8813; 0,5362, 1) 0,7986; -0,6018; -1,327,

m) - -122-; Lzz-; -1, n) -0,9455; 0,3256; - 2,904,
i) -0,1736; 0,9848; -0,1763, 0) 0; I; 0,

p) -0,4226; -0,9063; 0,4663, q) 0,790; -0,613; -1,29,
r) 0,751; 0,660; 1,14, s) -0,932; 0,362; -2,58,

t) -0,818; 0,575; -1,42, u) 0,266; 0,964; 0,275;

v) 1; 0; no definido. w) «V—3—-; L . V3
2 2
x) 0,588; -0,809; -0,727, y) 0; 1; 0.
V2 V3 - V2 V3 V3

a) - —; b)— oV} d --— e - — f) -
IEI 2 2 V 2 3 2
g - V3; h) --l-/zi; i) —V—zz-—; j) —-0,9848:; k) -0,837; 1) 0,0699.
a) —l/-z—, b) 1 ; c) V3, d -3 e) 1; f) —1/—3-,

2 2 2

V2 o oE

g) -—-2—; h) 0; i) V3, j) 1,37, k) - 0,724, 1) -0,651.

Epigrafe 10

(1] a) No, b)No, ¢)Si, W) No, e Si, f Si, g No, h)Si
i) Si, j) Si.

a)x:—;E +2k7r;x=-—5?n+2k7r, b)xz% +2kn;x=—3£-+2kn,

-i:- + 2km; x -77" + 2kn, d) x = 025 + 2km; x = 2,89 + 2kn,

c) x

e) x = 3,24 + 2km; x = 6,18 + 2 kx, f) No existe x, g) No existe x.
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B a)Si, b)No, ¢)Si, d) Si, e)No, Si, g Si, h) No,
i) Si, j) Si.

@a)(2k+l)§, b)x:i% + 2kn, c)x =+ + 2km,

z
6
+ 2kn, e * 145 + 2kn ) £ 1,33 + 2k=n,

g) No existe x, h) No existe x.

[5] asii ® No. ¢ No. dSii eSi. 0Si. g No,
i) No, ) Si.

@a)x:%wtkn, b) x = kn, c)x=-2—3’i+kn.
d) x = 0926 + km, e) x =021 + kn, f) x =513 + kn,

@ a0 b L33

2
(8] a) -—Vg-+vi, b)—2l/§——3—?—. ¢) V—z d) 3, e -%,
[ 3+ 46

24
flo) a)xlz-lét—;x,: l:)n’ b)x,:—;r—;xzz—s%,
C)X.=%;x2:—z4£-. d)x,z-;—;xzzmx}:--}zl

I a x, = 7y 2k X, = Mz ke, o) x= T 4 2kn,
6 6 4
c)x = %

+ 2km, d) x, = km; x, = —; + 2km.

i3] R, -b)R\|x=kmkeZ, o R\|ix=km kel

Epigrafe 11

[1] a) No, b)No. ¢)Si, d)Si, e)Si, Si, g No, h)Si

2] a)Siix=0 bB)Six=m ¢ Six =-mx,=0;x,=m,
d) No, e)Siix=-2m-7,0, f)Si;ix, =0;x, =m xy=2m.

a) positivo,- b) - < x < 0 negativa; 0 < x <m positiva,

o
2
c) % < x < 7 positiva; 1 < x < 27 negativa,

d) - — < x < -r positiva; -7 < x < 0 negativa,

h) Si,

i) Si.
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(]
~

)

)
|,
ala wla ola

[4] a) maximo: 1

< x <m positiva; 1 < x < 2rn negativa,
" . Sn .
< x < m positiva; 7 < x < 27 negativa; 27 < x < —2 negativa,

. 5 .
< x < r positiva; 7 < x < {- negativa.

T L.
en _5 ; minimo: O en 0 y 7,

;. T .. V(4
b) maximo: 1 en — ; minimo: -1 en - — ,
2 2
. T .. V4
c) maximo: 1 en — ; minimo: -1 en - — ,
2 2
L. 3n , . T
d) maximo: 1 en - = ; minimo: -1 en - — |,
2 2
. 5w . 3n
e) maximo: 1 en — ;minimo: -1 en e
L. Sm L. In
f) maximo: 1 en — ; minimo: -1 en — |
2 2
, . n Sn , In
g) maximo: 1 en 3 y = ; minimo: -1 en 5

h) minimo: -1 en —% )

E] Se dan las abscisas de los puntos de interseccion.

a) x, = — + 2km; x, = —2—5—+2kn,
T In

b) x, = — + 2km; x; = —— + 2knm,
4 4

c) x, = 0,75 + 2km; x, = 2,36 + 2km,

Q) x, = 2Ty 2k X, = 77" + 2kn.

Epigrafe 12

1] a) si,

) Si; - =
2] a) si )

e) Si; - z ,
2
[3] a) creciente,

320

b) Si,

c¢)Si, d)No, e)No, f)No, g)Si, h) No.
z, b)Si;l;AB—n, ) Si; -—= ; = ; d)3—";
2 2 2 2 2
nsi -2, -3, T
2 2 2
b) -7 < x < 0 creciente; 0 < x < % decreciente,

Ly
2



c) m < x < 2r creciente; 27 < x < & decreciente,

. 3 .
d) % < x < 7 decreciente; 1 < x <-7n creciente;
e) decreciente, f) - —731 < x < 0 creciente; 0 < x < % decreciente.
T T - T . n .
[Il a) - 7 <x < —2— positiva; -7 <x < - 3 negativa —2— < x < m negativa,
b) positiva,

3 . .
c)2n < x < - ——g—r positiva; - 22” < x < - % negativa;

—72{— < x < 0 positiva,
. 3 .
do<x <™ positiva; T« x <=k negativa;
2 2 4
n In . In ln -
e) 5 < x <—§— negativa; _5— < x < —-E)-- positiva,

5 . 5 .
f) — < x < --—zn- positiva; —En_ < x < 3n negativa.

[_g_] a) maximo: 1 en 0; minimo: 0 en % y -

YRS

b) maximo: | en 0; minimo: -1 en -7 y m,

¢) maximo: | en -2x; minimo: -1 en -,

d) maximo: 1 en 0; minimo: -1 en =,

e) maximo: 1 en 27 y 4n; minimo: -1 en &, 37y Sm,
f) maximo: |1 en 2x; minimo:-1 en 3n,

g) maximo: | en 2x ; minimo: -1 en n y 3m,

h) maximo: | en 0 y 27n; minimo: -1 en -n y n.

[6] Se indican las abscisas de los puntos de interseccion.
n Sn IBF

a) x, = — + 2km; x; = —= + 2kn, b)x, = — + 2km x; = + 2k,
3 3 6
o) x, = —341 + 2km; x, = - —341 + 2kn, &) x, = 1,37 + 2kn; x, = 491 + 2kn.

Epigrafe 13
[1Ja)Si, ©)Si, ©Si, dSi, e Si, 0 Si
2l Siix,=-mx,=0x,=m  b)Six

1 =
c) Si; x = m; d) Si; x, = 2%, x, = -, x; = 0
e) Si; x = 0; f) Si; x = -7.

-2n, x, = -m;
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a)x,_ ,xzz-%z,)qzs—;, b)xl___,xzz_;r.;
C)Xl—ﬂ,xz_—.—}—z-,xs_ﬁ-’x“:ﬁ’xs_ 9717’

2 2 2 2 2
d)xl——-3—2n,x2=——7r-
e)x,-—h,xz——ﬂ,x,:ﬂ,x‘:ﬁ,xszél’

2 2 2 2 2
£ x, = "S—TE',XZ— _7_7r’x3: -97T,x4: _l]rr'x5: 137
2 2 2 2 2

. . 3 ..
@a) 0 <x< % positiva, % < x < 7 negativa, 1 < x < _2n positiva,
3 . 5 . S .
___27_r_ < x < 2rm negativa, 27 < x < ——-21 positiva, -—22 < x < 37 negativa;

b) - < x < - —721— positiva, ~§ < x < 0 negativa;

c) ——275 < x < 0 negativa, 0 < x < % positiva, —g— < x< 7 negativa,
3 . 3 . 5 ..
T< x < -—271— positiva, _2n < x < 2m negativa, 21 < x < —En_ positiva;
. . 3 .
d) L <x< % positiva, % < x <m negativa, 1 < x < —27[- positiva;
T . n .. Sn .
e) 0 < x<5 positiva , > < x < 7 negdtiva, 1 <x < T positiva;

f) - Iln

Tn . 3n .
- < x < - -—-2— positiva, —--—2—< x < - m negativa,
s o T .
T<<x< - —2— positiva, _E <x< 0 negativa.

[6]a) (% + kmy V3). ke Z, b) (14"- + km 1) ke,

c) (1,11 + kn; 2) ke Z, d) (1,8 + kn; -4,2) ke Z.
d) (-1,34 + kn; -4,2) k €Z.

Epigrafe 14

[Z] a) minimo: -3; maximo: 0, b) maximo: 5; minimo: 2.5,
¢) minimo: 0; maximo: 2.
E]a)_ 1477:, —E—,O, l‘r 1471';

5 5 5 5
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b) - 2% 0, 2% A7 5, 37
3 3 3 3
c) x, =m x, = -m
d)xl__7”’x2_—-;4£, ,:——gf,x,-——},
xg= & xg= SF = SE = IR
4 4 4

@a)y:2,3sen—§—t. b) y = 4 sen 41, c)y =sen 20 1.

b) —, c) m, d) 4n.
3

(8] ) p=2na=2 b)p:—zjl.azo,& O p=bra=15

d)p=rna=02.
[9Jay=3sen2G+ 1), b)y=0,5cos3(y- 2.

Epigrafe 15

E] a) sen 75° = B——Z—l-/i cos 75° = —V—()—-i-—@- tan 75° = 2 + V3
cot 75° =12 - V3,

b) sen 15° = -—-—T—— cos 15°

Ve - V2 :ﬂ—i—y—g—,tan15°=2-l/§,

cot 15° = 2 + V3,

c) sen 105° = _Vl_:__i/ﬁ_ cos 105° = Z} ; Ve , tan 105° = =2 — /3,
cot 105° = V3 - 2,

d) sen 165° = M, cos 165° = ..-.l{__._.z +__V6;
4 4

e) tan 165° = 3 - 2, cot 165° = /3 - 2;

f) sen 285° = —&1-4__1./_6_, cos 285° = V6 - Vz‘

tan 285° = -2 - V/3, cot 285° = /3 - 2.

[2) @ V2 (sena + cos @), b) —V;— cos B + —; sen 8, ¢) _4tang

1 - tan?q
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a2 p-db o33 o8 38 p 16
65 65 65 65 33 63
Blavi vl

Epigrafe 16

ma)seanz -V—;-,cos2x=%,tan2x=1/§;

b) sen 2x = -1 cos 2x = 0, tan 2x (no definida);
c) sen 2x = 13— cos 2x = ——; ,tan 2x = - V/3;
d) sen 2x = 24 , COS 2x = —7 tan 2x = —2—4;
25
e) sen 2x = 2/48 , COS 2x = 47 , tan 2x = —21/—48—;
47

f) sen 2x = 4/ , COS 2x = —;~ , tan 2x = 4/5.

2x )/ 25 - x? 25 _ 9,2
sen 2 = ————————— COS 2@ = ———————,

25 25

in/ 25 - x?

tan 2¢ = ——.
2x? - 2§

porque cos (_7; - a) = sen a = 2 sen % cos % pues a es el duplo de —%

Mo 2 oL o2 o L o 2

25 25 7 25 25

@ sen 3x = 3 sen x - 4 sen3x, cos 3x = 4 cos’x - 3 cos x,

sen—{ - l—cosx’cosi -+ l+cosx.
2 l/ 2 2 I/ 2
V2 V14

X
[6]sen = = £+ == cosx = + ——.
2 4 4
l//s - /10 + 23 l//s + 210 + /3
7] sen 9° = , cos 9° =
(] , .
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tan230° = % :

@ sen 22‘50 = ﬂs_j_si‘
I/ 2

3
2 a AL b) —_t -, c) sen a.
sen 2x 2 cosix + 1
Epigrafe 17

n a){x=(2k+ l)%.kel}. b){xk—;.kelg. c){x:kn.kez§.
d){x:(zkm)ﬂ;. e)§x=(4k+l)—n—},
2 4
f){x:—"f‘-ox:(4k+n—’i ox:(4k+3)—”—;kez}.
3 4 4

@ a) No. para x = n/4 no se cumple, b) No, para x = n/3 no se cumple,
¢) No, para x = /4 no se cumple, d) No, para x = n/3 no se cumple,

e) Si, f) Si, g) No, para x = n/4 no se cumple,

h) No, para x = n/6 no se cumple, i) No, para x = /6 no se cumple,

j) Si, k) Si.

Epigrafe 19
hid 27 4n
[I]a)xz(2k+l)—ox:———+2kn0x=-—+2kn,
2 3 3
b)x:i +k7r0x=-STn+kn.
c)x:kuox:—§+2knox=5—;+2km
s Sw 3n
d) x = kn, e)x=— + 2kn 0 x= — + 2kn 0 x = — + 2km,
6 6 2
T 2n
f)x=— + kr o x = — + Kkn,
3 3
g)x=knox=%+2knox=5—g+2kn,

h) x = +2knox=—53l+2k7rox=(2<k+l)n,

)x=Qk+ 1)% o 30,1° + k - 360° o x = 329,9° + k - 360°,

j)x = 30° + k+360° o x =150° + k-360° o x =199,5° + k. 360°
o x = 340,5° + k - 360°,
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k) x = 51,3° + k-360° 0 x =308,7°+ k.360° o x =2k + 1)180°,
1) x = 330° + k- 360° o x = 160,5° + k - 360°
o x=210°+ k-360° 0 x =19,5° + k- 360°,

mx= = +2k7r0x=—;£ +2k7rox=—-5-é£-+2knox=—53£+2kn,
n)x =04k +1)90° o x =41,8° + k.360° o x = 138,2° + k - 360°,
0)x=k-90° o x = 37,8 + k. 360° 0 x = 322,2° + k - 360°,

p) x = 2kn, q)x=(8k—1)—Z-’
r)x=kr o x =
s) x = knm 0o x = — + 2kn o x=-i37£+2kn,

t) x = 58,9° + k- 180° o x = 121,1° + k- 180° o k. 180° £ 58,9°,

wx=0Qk+ DT
4

Ejercicios del capitulo

[ﬂ Siendo a el menor de los angulos agudos, sen a = —2— , COs a = —;l ,
3 4 3 4
tana = — ,sen = — ,cos f= — ,tan f = — .
“T - f=gomani=y

@ cos vy = 0,50; sen y = 0,87; tan y = 1,7.

1.
@] tanx:—-l/i%-.

4

4 a 3/10 7 7
a)cosa=- —, b)sen — = ——, ¢)cos2a = — 0 ——.
= TS 2 10 “T 25 0T
8] aa-2<a<2 b-2<a<4 ca=0, d)——1§3—<a<—1,
e) V2< a < V2
[9) a) x = = + 2kn o x = — + 2km,
b) x = — + 2kn o x = — + 2kn,
c) x =90° + k+360° 0o x =228,6° + k-360° o x = 311,4° + k - 360°,

d)xzkn'ox:—z- +2k7rox=-3—47r—+2krzox=—72r + 2km.
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CAPITULO 4

Epigrafe 1

1] a13, b1l165 o115 d 17,3, e 10.
[2] a) 36°, ©b)50,2°, ¢)520, d) 300.

a) 102, b) 10,5, ¢) 63,7.

(4] a)a=6¢c=92;y=57°
c)c=638;b=0651;a=11,7°,
e) b =2943 ;a = 26,2°; vy = 63,89,
g)a=2329;a=538%y=36,2°

Epigrafe 2
(] 131 m.
2] 1,1 hm ; 56°.
19.0 m .
(4] 1,3 km .
(5] 30,5 m.
(6] 315 m .

(7] 2) 3,0 hm; b) 82 m .
(8] 1,1 hm.
@ 452 m .
0,8 km .
I 1,9 km.

Epigrafe 3

(1] a) 5 = 26,4°, b)a =25,
e) No tiene solucion.

[2] 5 = 23,19 y = 123,5% ¢ = 640.

Epigrafe 4

[1] a) y = 55,4°, b = 567 ; ¢ = 665,

33,7 ;¢ =18,5; 8 = 59,20,
e)a = 332;8=37,6°%y = 80,3°,
-8 a=27,4%f8 = 143,1% y = 9,5°.

37 cm .
34,30,
1,86 km .
7,0 m .
327 m .
411 m .

c)a

BeE=R

c) a = 43,3;

b) a = 48°, b = 12;a = 8,9,
d) b=15357;c=5254;y = 78,89,

f) No tiene solucion;
h) No tiene solucion.

d) 8 =176,7°0 8 = 103,3°

b) ¢ =0,995; a = 0,445; a = 26,0°,

d) c=952;a="512°%%8=56,5°,
f) a = 75% 8 = 48°; y = 57°,
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12 km .
(9] 36,10

Epigrafe 5

(1] a) 17, 1b) 579, c¢) 16258.
(2] 7,1 - 10°m?; 1,5 -10°m .

Epigrafe 6

(1] a)a=137cm; R =152cm; 4 = 633 cm?,
b)l=20cm; R =20 cm; A = 1,04 - 10 cm?,
c)l=145cm;a =223 cm; A = 16,2 dm? .

2] R=20cm;a=17cm; 4 = 9,9 dm?.
@28dm2.

(4] 1=220m;a=266m;R=288m.
(5] R=379m;a=364m.

(6] 127 m?.

Epigrafe 7

[1] a) 0,28 dm?, b) 10 dm? .
[2] A=22dm?; V=11 dm®.
(3] 7.8 dm? .

Eﬂ 13,4 cm.

(5] 4,=37 cm% V = 1,4 dm®.
(6] v = 82cm?.

[7] 48 - 10%cm? .

a) 1,0 m} b)092m’.

Epigrafe 8

(1) # = 9,86 cm; 4 = 56,2 cm?.
2] 9,2 - 102 cm? .

(3] 30my58m.

[4] 730, 730, 34°, 36 cm .

@ 50cm; 12 cm .

6] 62,8 dam? .

75 m? .

[9] 1,7 - 102 cm?.

0 4=51dm%P=10m.
@ 3,2 dam? .

12 760; 460°; 58°.

13 4,1 cm.
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Epigrafe 9

(1] 16 cm? .
[2] 6,3 - 102 cm? .
3,4 cm? .
(4] 1,3 m?.
[5] 1,3-102m?.

21 dm? .

Epigrafe 10
m a) 84 m?, b) 50 -102cm?.
180°

ElzZRsen- .
n

Epigrafe 11

(1] 51 km.

(2] F,=6-0-10!N; F, = 42 - 102 N ; 55°.
[3] a) 4.8 km, b) 3,9°.

@ 4,6 km .

Ejercicios del capitulo

(1] a) ¢ = 56,1 ;8 =37,4%a = 52,6° 4 = 760,4,

b)b=168;8=557%y=343°A4 = 96,89,
c)y =59,7°% b =258, c =223, 4 = 1446,
d) c=667,y=1555%a=1797,4A=1 865
e)a =99,5%b=58,¢c=47,4 =134,
Da=777;8=566°%7y="723%4-=

3 088,5,
g) a = 49,6° 8 = 58,8°% y = 71,6°% 4 = 28,4.

385 m .

52 cm .

49 m .

26,6 m .

R =254 cm; 4 = 783 cm?.
24,6°,

1,5 - 10> m? .

4.8 km .

729 m .

353 cm .

7,6 mo1,2.-102m.
I,5m.

87 m? .

BREEE R R RE S
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a)39 m?; b)9,4 m?.
1,3 - 102 m?.

32 md.

10 m? .

60 m/s .

B BRRERE

11:55 am.
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Anexo

Tabla de cuadrados

x 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9
1,0 1,000 1,020 1,040 1,061 1,082 1,103 1,124 1,145 1,166 1,188
11 1,210 1,232 1,254 1,277 1,300 1,323 1,346 1,369 1,392 1,416
1,2 1,440 1,464 1,488 1,513 1,538 1,563 1,588 1,613 1,638 1,664
13 1,690 1,716 1,742 1,769 1,796 1,823 1,850 1,877 1,904 1,932
14 1,960 1,988 2,016 2,045 2,074 2,103 2,132 2,161 2,190 2,220
1,5 2,250 2,280 2,310 2,341 2372 2,403 2434 2,465 2,496 2,528
1,6 2,560 2,592 2,624 2,657 2,690 2,723 2,756 2,789 2,822 2,856
1,7 2,890 2924 2,958 2,993 3,028 3,063 3,098 3,133 3,168 3,204
18 3,240 3,276 3312 3,349 3,386 3423 3,460 3497 3,534 3,572
1.9 3,610 3,648 3,686 3,725 3,764 3,803 3,842 3,881 3920 3,960
2,0 4,000 4,040 4,080 4,121 4,162 4203 4244 4285 4326 4,368
2,1 4,410 4,452 4,494 4,537 4,580 4,623 4,666 4,709 4,752 4,796
2.2 4,840 4,884 4,928 4,973 5018 5,063 5,108 5,183 5,198 5,244
23 5,290 5336 5,382 5,429 5476 5,523 5,570 5617 5,664 5712
24 5,760 5,808 5,856 5,905 5954 6,003 6,052 6,101 6,150 6,200
2,5 6,250 6,300 6,350 6,401 6,452 6,503 6,554 6,605 6,656 6,708
2,6 6,760 6,812 6,864 6,917 6,970 7,023 7,076 7,129 7,182 7,236
27 7,290 7,344 7,398 7,453 7,508 7,563 7,618 7,673 7,728 7,784
28 7,840 1,896 7,952 8,009 8,066 8,123 8,180 8,237 8,294 8,352
29 8,410 8,468 8,526 8,585 8,644 8,703 8,762 8,821 8,880 8,940
30 9,000 9,060 9,120 9,181 9,242 9303 9364 9425 9,486 9,548
3,1 9,610 9,672 9,734 9,797 9,860 9,923 9,986 10,05 10,11 10,18
32 10,24 10,30 10,37 10,43 10,50 10,56 10,63 10,69 10,76 10,82
33 10,89 10,96 11,02 11,09 11,16 11,22 11,29 11,36 11,42 11,49
34 11,56 11,63 11,70 11,76 11,83 11,90 11,97 12,04 12,11 12,18
35 12,25 12,32 12,39 12,46 12,53 12,60 12,67 12,74 12,82 12,89
36 12,96 13,03 13,10 13,18 13,25 13,32 13,40 13,47 13,54 13,62
37 13,69 13,76 1384 1391 13,99 14,06 14,14 14,21 14,29 14,36
38 14,44 14,52 14,59 14,67 14,75 14,82 14,90 14,98 15,05 15,13
39 15,21 15,29 15,37 15,44 15,52 15,60 15,68 15,76 15,84 15,92
4,0 16,00 16,08 16,16 16,24 16,32 16,40 16,48 16,56 16,65 16,73
4,1 16,81 16,89 16,97 17,06 17,14 17,22 17,31 17,39 17,47 17,56
42 17,64 17,72 1781 17,89 17,98 18,06 18,15 18,23 18,32 18,40
43 18,49 18,58 18,66 18,75 18,84 18,92 19,01 19,10 19,18 19,27
44 19,36 19,45 19,54 19,62 19,71 19,80 19,89 19,98 20,07 20,16
45 20,25 20,34 2043 20,52 2061 20,70 20,79 20,88 20,98 21,07
4,6 21,16 21,25 21,34 2144 21,53 21,62 21,72 2181 21,90 22,00
4,7 22,09 22,18 22,28 2237 2247 22,56 22,66 22,75 2285 2294
48 23,04 23,14 2323 2333 2343 2352 23,62 23,72 2381 2391
49 2401 24,11 2421 24,30 2440 24,50 24,60 24,70 24,80 2490
5,0 25,00 25,10 25,20 2530 2540 2550 25,60 25,70 25,81 2591
5.1 26,01 26,11 26,21 26,32 2642 26,52 26,63 26,73 26,83 26,94
S, 27,04 27,14 2725 2735 . 2746 27,56 27,67 21,717 2788 27,98
53 28,09 28,20 2830 2841 28,52 28,62 28,73 28,84 28,94 29,05
5.4 29,16 29,27 29,38 29,48 29,59 29,70 29,81 29,92 30,03 30,14
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x 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9
5.5 30,25 30,36 3047 30,58 30,69 30,80 3091 31,02 31,14 31,25
5,6 31,36 3147 31,58 31,70 31,81 31,92 32,04 32,15 32,26 32,38
57 32,49 32,60 32,72 32,83 32,95 33,06 33,18 33,29 3341 33,52
58 33,64 33,76 33,87 33,99 34,11 3422 34,34 34,46 34,57 34,69
59 34,81 3493 35,05 35,16 35,28 3540 35,52 35,64 35,76 35,88
6,0 36,00 36,12 36,24 36,36 36,48 36,60 36,72 36,84 36,97 37,09
6,1 37,21 37,33 37,45 37,58 37,70 37,82 3795 38,07 38,19 38,32
6,2 38,44 38,56 38,69 38,81 38,94 39,06 39,19 39,31 39,44 39,56
6,3 39,69 39,82 39,94 40,07 40,20 40,32 40,45 40,58 40,70 40,83
6,4 40,96 41,09 41,22 41,34 41,47 41,60 41,73 41,86 41,99 42,12
6,5 42,25 42,38 42,51 42,64 42,77 42,90 43,03 43,16 43,30 43,43
6,6 43,56 43,69 43,82 43,96 44,09 44,22 44,36 44,49 44,62 44,76
6,7 44,89 45,02 45,16 45,29 45,43 45,56 45,70 45,83 4597 46,10
68 46,24 46,38 46,51 46,65 46,79 46,92 47,06 47,20 47,33 4747
6,9 47,61 47,75 47,89 48,02 48,16 48,30 48,44 48,58 48,72 48,86
7,0 49,00 49,14 49,28 49,42 49,56 49,70 49,84 49,98 50,13 50,27
7.1 50,41 50,55 50,69 50,84 50,98 51,12 51,27 51,41 51,55 51,70
72 51,84 51,98 52,13 52,27 52,42 52,56 52,71 52,85 53,00 53,14
73 53,29 5344 53,58 53,73 53,88 54,02 54,17 54,32 54,46 54,61
74 54,76 5491 55,06 55,20 55,35 55,50 55,65 55,80 5595 56,10
15 56,25 56,40 56,55 56,70 56,85 57,00 57,15 57,30 57,46 57,61
7,6 57,76 5791 58,06 58,22 58,37 58,52 58,68 58,83 58,98 59,14
1,7 59,29 59,44 59,60 59,75 5991 60,06 60,22 60,37 60,53 60,68
78 60,84 61,00 61,15 61,31 61,47 61,62 61,78 61,94 62,09 62,25
79 62,41 62,57 62,73 62,88 63,04 63,20 63,36 63,52 63,68 63,84
8,0 64,00 64,16 64,32 64,48 64,64 64,80 64,96 65,12 65,29 65,45
8,1 65,61 65,77 6593 66,10 66,26 66,42 66,59 66,75 66,91 67,08
8,2 67,24 67,40 67,57 67,73 67,90 68,06 68,23 68,39 68,56 68,72
8,3 68,89 69,06 69,22 69,39 69,56 69,72 69,89 70,06 70,22 70,39
84 | 70,56 70,73 70,90 71,06 71,23 71,40 71,57 71,74 7191 72,08
8,5 72,25 72,42 72,59 72,76 72,93 73,10 73,27 73,44 73,62 73,79
8,6 73,96 74,13 74,30 74,48 74,65 74,82 75,00 75,17 75,34 75,52
87 75,69 75,86 76,04 76,21 76,39 76,56 76,74 76,91 71,09 71,26
88 77,44 77,62 11,19 1197 78,15 78,32 78,50 78,68 78,85 79,03
89 79,21 79,39 79,57 79,74 79,92 80,10 80,28 80,46 80,64 80,82
9,0 81,00 81,18 81,36 81,54 81,72 81,90 82,08 82,26 82,45 82,63
9,1 82,81 82,99 83,17 83,36 83,54 83,72 8391 84,09 84,27 84,46
9,2 84,64 84,82 85,01 85,19 85,38 85,56 85,75 8593 86,12 86,30
93 86,49 86,68 86,86 87,05 87,24 87,42 87,61 87,80 87,98 88,17
94 88,36 88,55 88,74 88,92 89,11 89,30 89,49 89,68 89,87 90,06
9,5 90,25 90,44 90,63 90,82 91,01 91,20 91,39 91,58 91,78 91,97
9,6 92,16 92,35 92,54 92,74 92,93 93,12 93,32 93,51 93,70 93,90
9,7 94,09 94,28 94,48 94,67 94,87 95,06 95,26 95,45 95,65 95,84
9.8 96,04 96,24 96,43 96,63 96,83 97,02 97,22 97,42 97,61 97,81
99 98,01 98,21 98,41 98,60 98,80 99,00 99,20 99,40 99,60 99,80
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Tabla de cubos

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,0 1,000 1,030 1,061 1,093 1,125 1,158 1,191 1,225 1,260 1,295
1,1 1,331 1,368 1,405 1,443 1,482 1,521 1,561 1,602 1,643 1,685

1,728 1,772 1,816 1,861 1,907 1,953 2,000 2,048 2,097 2,147

, 2,197 2,248 2,300 2,353 2,406 2,460 2,515 2,571 2,628 2,686
14 2,744 2,803 2,863 2,924 2,986 3,049 3112 3,177 3,242 3,308
1,5 3,375 3,443 3512 3,582 3,652 3,724 3,796 3,870 3,944 4,020
1,6 4,096 4,173 4,252 4,331 4411 4,492 4,574 4,657 4,742 4,827
1, 4913 5,000 5,088 5,178 5,268 5359 5,452 5,545 5,640 5,735
1, 5,832 5930 6,029 6,128 6,230 6,332 6,435 6,539 6,645 6,751

) 6,859 6,968 7,078 7,189 7,301 7,415 7,530 7,645 7,762 7,881
20 8,000 8,121 8,242 8,365 8,490 8,615 8,742 8,870 8999 9,129
21 9,261 9,394 9,528 9,664 9,800 9,938 10,08 10,22 10,36 10,50
22 10,65 10,79 10,94 11,09 11,24 11,39 11,54 11,70 11,85 12,01
23 12,17 12,33 12,49 12,65 12,81 12,98 13,14 13,31 13,48 13,65
24 13,82 14,00 14,17 14,35 14,53 1471 14,89 15,07 15,25 1544
25 15,63 15,81 16,00 16,19 16,39 16,58 16,78 16,97 17,17 17,37
2,6 17,58 17,78 17,98 18,19 18,40 18,61 18,82 19,03 19,25 19,47
27 19,68 19,90 20,12 20,35 20,57 20,80 21,02 21,25 2148 21,72
28 21,95 22,19 2243 22,67 2291 23,15 2339 23,64 2389 24,14
29 24,39 24,64 2490 25,15 2541 25,67 2593 26,20 26,46 26,73
30 27,00 2727 27,54 2782 28,09 28,37 28,65 28,93 29,22 29,50
31 29,79 30,08 30,37 30,66 30,96 31,26 31,55 31,86 32,16 32,46
32 32,717 33,08 33,39 33,70 3401 3433 34,65 3497 35,29 3561
33 3594 36,26 36,59 3693 37,26 37,60 3793 38,27 3861 38,96
34 39,30 39,65 40,00 40,35 40,71 41,06 41,42 41,78 42,14 4251
35 42,88 4324 43,61 43,99 4436 4474 45,12 45,50 45,88 46,27
36 46,66 47,05 47,44 4783 48,23 48,63 49,03 4943 49,84 50,24
37 50,65 51,06 51,48 51,90 52,31 52,73 53,16 53,58 54,01 54,44
38 5487 55,31 55,74 56,18 56,62 57,07 57,51 57,96 58.41 58,86
39 59,32 59,78 60,24 60,70 61,16 61,63 62,10 62,57 63,04 63,52
4,0 64,00 64,48 64,96 65,45 6594 6643 6692 6742 6792 68,42
4,1 68,92 69,43 69,93 70,44 70,96 71,47 7199 72,51 73,03 73,56
42 74,09 74,62 75,15 75,69 76,23 76,17 71,31 7185 78,40 78,95
43 79,51 80,06 80,62 81,18 8175 8231 82,88 8345 84,03 84,60
44 85,18 85,77 86,35 86,94 87,53 88,12 88,72 89,31 8992 90,52
45 91,13 91,73 92,35 92,96 93,58 94,20 9482 95,44 96,07 96,70
4,6 97,34 9797 98,61 99,25 99,90 100,5 101,2 101,8 102,5 103,2
4,7 103,8 104,5 105,2 105,8 106,5 107,2 107,9 108,5 109,2 109,9
48 110,6 11,3 112,0 112,7 1134 1141 114,8 115,5 116,2 116,9
49 117,6 1184 119,1 1198 120,6 121,3 122,0 1228 123,5 1243
50 125,0 1258 126,5 127,3 128,0 128,8 129,6 130,3 131,1 1319

5.1 132,7 1334 1342 1350 1358 136,6 1374 1382 139,0 1398

52 140,6 1414 142,2 1431 1439 144,7 145,5 146, 4 147,2 148,0

53 148,9 149,7 150,6 1514 152,3 153,1 154,0 1549 155,7 156,6
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
54 157,5 158,3 159,2 160,1 161,0 1619 162,8 163,7 164,6 165,5
5.5 166,4 167,3 168,2 169,1 170,0 1710 1719 172,8 173,7 174,7
5,6 175,6 176,6 177,5 178,5 179,4 180,4 181,3 1823 1833 184,2
57 1852 186,2 187,1 188,1 189,1 190,1 191,1 192,1 193,1 194,1
5.8 195,1 196,1 197,1 198,2 199,2 200,2 201,2 202,3 2033 2043
59 2054 206,4 207,5 208,5 209,6 210,6 2117 2128 2138 2149
6,0 216,0 217,1 2182 2193 2203 2214 2225 2236 2248 2259
6,1 2270 2281 2292 230,3 2315 2326 2337 2349 236,0 2372
6,2 2383 2395 240,6 2418 2430 2441 2453 246,5 2477 2489
6,3 250,0 2512 2524 253,6 2548 256,0 2573 258,5 259,7 2609
6,4 262,1 2634 264,6 2658 267,1 2683 269,6 270,8 272,1 2734
6,5 2746 2759 2772 2784 279,71 2810 2823 2836 2849 286,2
6,6 2875 288,8 290,1 2914 2928 2941 2954 296,7 298,1 2994
6,7 300,8 302,1 303,5 304,8 306,2 307,5 308,9 310,3 3117 3130
68 3144 3158 317,2 3186 320,0 3214 3228 3242 3257 3271
6.9 3285 3299 3314 3328 3343 3357 337,2 338,6 340,1 341,5
7,0 3430 3445 3459 3474 3489 3504 3519 3534 3549 356,4
7,1 3579 3594 360,9 362,5 364,0 365,5 367,1 368,6 370,1 371,7
72 3732 3748 376,4 3779 379,5 381,1 3827 3842 3858 3874
7.3 389,0 390,6 3922 3938 3954 3971 3987 400,3 4019 403,6
74 405,2 406,9 408,5 410,2 4118 413,5 4152 4168 418,5 420,2
75 4219 4236 4253 4270 4287 4304 432,1 4338 4355 4372
76 439,0 4407 4425 4442 4459 4477 4495 4512 453,0 4548
1,1 456,5 4583 460,1 4619 463,7 465,5 467,3 469,1 4709 472,17
78 474,6 476,4 478,2 480,0 4819 483,7 485,6 4874 4893 491,2
79 4930 4949 496,8 498,7 500,6 502,5 504,4 506,3 508,2 5101
8,0 5120 5139 5158 517,8 519,7 521,7 523,6 5256 5275 529,5
8.1 5314 5334 5354 5374 5394 5413 5433 5453 5473 5494
82 5514 5534 5554 5574 559,5 5615 563,6 565,6 567,7 569,7
83 571,8 5739 5759 578,0 580,1 582,2 5843 586,4 588,5 590,6
84 5927 5948 596,9 599,1 601,2 603,4 605,5 607,6 609,8 612,0
85 614,1 616,3 618,5 620,7 622,8 625,0 627,2 629,4 631,6 6338
8,6 636,1 638,3 640,5 642,7 645,0 6472 649,5 6517 654,0 656,2
87 658,5 660,8 663,1 665,3 667,6 669,9 672,2 674,5 676,8 679,2
88 681,5 683,8 686,1 688,5 690,8 693,2 695,5 6979 700,2 702,6
89 705,0 707,3 709,7 712,1 714,5 716,9 719,3 721,7 7242 726,6
90 7290 7314 7339 736,3 7388 7412 7437 746,1 748,6  751,1
9,1 753,6 756,1 758,6 761,0 763,6 766,1 768,6 771,1 773,6 776,2
9,2 778,1 781,2 783,8 786,3 788,9 791,5 794,0 796,6 799,2 8018
9.3 804,4 807,0 809,6 812,2 8148 8174 8200 8227 8253 8279
94 830,6 8332 8359 838,6 8412 8439 846,6 8493 852,0 854,7
9,5 8574 860,1 852,8 865,5 8683 8710 8737 876,5 879,2 882,0
96 884,7 8875 890,3 893,1 895,8 898,6 901,4 904,2 907,0 909,9
9,7 912,7 915,5 9183 921,2 924,0 926,9 929,7 932,6 9354 9383
98 941,2 944,1 947,0 9499 952,8 955,7 958,6 961,5 964,4 9674
99 970,3 973,2 976,2 979,1 982,1 985,1 988,0 991,0 994,0 997,0
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Tabla de senos y cosenos

seno
Grad. 0 )1 2 3 4 ,5 ,6 N 8 9 (1,0

0 | 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 0157 . 0175 89

1 0,0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 88
2 0,0349 0366 0384 0401 0419 0436 0454 0471 0488 0506 0523 87
3 0,0523 0541 0558 0576 0593 0610 0628 0645 0663 0680 . 0698 86
4 0,0698 0715 0732 0750 0767 0785 0802 0819 0837 0854 0872 85
5 0,0872 0889 0906 0924 0941 0958 0976 0993 1011 1028 1045 84
6 0,1045 1063 1080 1097 1115 1132 1149 1167 1184 1201 1219 83
7 0,1219 1236 1253 1271 1288 1305 1323 1340 1357 1374 1392 82
8 0,1392 1409 1426 1444 1461 1478 1495 . 1513 1530 1547 1564 81
9 0,1564 1582 1599 1616 1633 1650 1668 1685 1702 1719 1736 80
10 | 0,1736 1754 1771 1788 1805 1822 1840 1857 1874 1891 1908 79
11 0,1908 1925 1942 1959 1977 1994 2011 2028 2045 2062 2079 78
12 0,2079 2096 2113 2130 2147 2164 2181 2198 2215 2233 2250 71
13 0,2250 2267 2284 2300 2317 2334 2351 2368 2385 2402 2419 76
14 0,2419 2436 2453 2470 2487 2504 2521 2538 2554 2571 2588 75
15 0,2588 2605 2622 2639 2656 2672 2689 2706 2723 2740 2756 74
16 0,2756 2773 2790 2807 2823 2840 2857 2874 2890 2907 2924 73
17 0,2924 2940 2957 2974 2990 3007 3024 3040 3057 3074 3090 72
18 0,3090 3107 3123 3140 3156 3173 3190 3206 3223 3239 3256 71
19 0,3256 3272 3289 3305 3322 3338 3355 3371 3387 3404 3420 70
20 | 0,3420 3437 3453 3469 3486 3502 3518 3535 3551 3567 3584 69
21 0,3584 3600 3616 3633 3649 3665 3681 3697 3714 3730 3746 68
22 0,3746 3762 3778 3795 381l 3827 3843 3859 3875 3891 3907 67
23 0,3907 3923 3939 3955 3971 3987 4003 4019 4035 4051 4067 66
24 0,4067 4083 4099 4115 4131 4147 4163 4179 4195 4210 4226 65
25 0,4226 4242 4258 4274 4289 4305 4321 4337 4352 4368 4384 64
26 0,4384 4399 4415 4431 4446 4462 4478 4493 4509 4524 4540 63
27 0,4540 4555 4571 4586 4602 4617 4633 4648 4664 4679 4695 62
28 0,4695 4710 4726 4741 4756 4772 4787 4802 4818 4833 4848 61
29 0,4848 4863 4879 4894 4909 4924 4939 4955 4970 4985 5000 60
30 | 0,5000 5015 5030 5045 5060 5075 5090 5105 S120 5135 5150 59
31 0,5150 5165 5180 5195 5210 5225 5240 5255 5270 5284 5299 58
32 0,5299 5314 5329 5344 5358 5373 5388 5402 5417 5432 5446 57
33 0,5446 5461 5476 5490 5505 5519 5534 5548 5563 5577 5592 56
34 0,5592 5606 5621 5635 5650 5664 5678 5693 5707 5721 5736 55
35 0,5736 5750 5764 5779 5793 5807 5821 5835 5850 5864 5878 54
36 0,5878 5892 5906 5920 5934 5948 5962 5976 5990 6004 6018 53
37 0,6018 6032 6046 6060 6074 6088 6101 6115 6129 6143 6157 52
38 0,6157 6170 6184 6198 6211 6225 6239 6252 6266 6280 6293 51
39 0,6293 6307 6320 6334 6347 6361 6374 6388 6401 6414 6428 50
40 ~ 0,6428 6441 6455 6468 6481 6494 6508 6521 6534 6547 6561 49
41 0,6561 6574 6587 6600 6613 6626 6639 6652 6665 6678 6691 48
42 0,6691 6704 6717 6730 6743 6756 6769 6782 6794 6807 6820 47
43 0,6820 6833 6845 6858 6871 6884 6896 6909 6921 6934 6947 46
44 | 0,6947 6959 6972 6984 6997 7009 7022 7034 7046 7059 7071 45

1,0 9 8 )7 6 )5 4 3 2 Bl ,0 | Grad.
coseno
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Tabla de senos y cosenos (continuacion)

336

seno
Grad. ,0 ,1 2 3 4 ,5 ,6 N ,8 ,9 (1,0)
45 0,7071 7083 7096 7108 7120 7133 7145 7157 7169 7181 7193 44
46 0,7193 7206 7218 7230 7242 7254 7266 7278 7290 7302 7314 43
47 0,7314 7325 7337 7349 7361 7373 7385 7396 7408 7420 7431 42
48 0,7431 7443 7455 7466 7478 7490 7501 7513 7524 7536 7547 41
49 0,7547 7559 7570 7581 7593 7604 7615 7627 7638 7649 7660 40
50 | 0,7660 7672 7683 7694 7705 7716 7727 7738 7749 7760 7771 39
51 0,7771 7782 7793 7804 7815 7826 7837 7848 7859 7869 7880 38
52 0,7880 7891 7902 7912 7923 7934 7944 7955 7965 7976 7986 37
53 0,7986 7997 8007 8018 8028 8039 8049 8059 8070 8080  809¢C 36
54 0,8090 8100 8111 8121 8131 8141 8151 8161 8171 8181 8192 35
5S 0,8192 8202 8211 8221 8231 8241 8251 8261 8271 8281 8290 34
56 0,8290 8300 8310 8320 8329 8339 8348 8358 8368 8377 8387 33
57 0,8387 8396 8406 8415 8425 8434 8443 8453 8462 8471 8480 32
58 0,8480 8490 8499 8508 8517 8526 8536 8545 8554 8563 8572 31
59 0,8572 8581 8590 8599 8607 8616 8625 8634 8643 8652 8660 30
60 | 0,8660 8669 8678 8686 8695 8704 8712 8721 8729 8738 8746 29
61 0,8746 8755 8763 8771 8780 8788 8796 8805 8813 8821 8829 28
62 0,8829 8838 8846 8854 8862 8870 8878 8886 8894 8902 8910 27
63 0,8910 8918 8926 8934 8942 8949 8957 8965 8973 8980 8988 26
64 0,8988 8996 9003 9011 9018 9026 9033 9041 9048 9056 9063 25
65 0,9063 9070 9078 9085 9092 9100 9107 9114 9121 9128 9135 24
. 66 0,9135 9143 9150 9157 9164 9171 9178 9184 9191 9198 9205 23
67 0,9205 9212 9219 9225 9232 9239 9245 9252 9259 9265 9272 22
68 0,9272 9278 9285 9291 9298 9304 9311 9317 9323 9330 9336 21
69 0,9336 9342 9348 9354 9361 9367 9373 9379 9385 9391 9397 20
70 10,9397 9403 9409 9415 9421 9426 9432 9438 9444 9449 9455 19
71 0,9455 9461 9466 9472 9478 9483 9489 9494 9500 9505 9511 18
72 0,9511 9516 9521 9527 9532 9537 9542 9548 9553 9558 9563 17
73 0,9563 9568 9573 9578 9583 9588 9593 9598 9603 9608 9613 16
74 0,9613 9617 9622 9627 9632 9636 9641 9646 9650 9655 9659 1S5
75 0,9659 9664 9668 9673 9677 9681 9686 9690 9694 9699 9703 14
76 0,9703 9707 9711 9715 9720 9724 9728 9732 9736 9740 9744 13
717 0,9744 9748 9751 9755 9759 9763 9767 9770 9774 9778 9781 12
78 0,9781 9785 9789 9792 9796 9799 9803 9806 9810 9813 9816 11
79 0,9816 9820 9823 9826 9829 9833 9836 9839 9842 9845 9848 10
80 | 0,9848 9851 9854 9857 9860 9863 9866 9869 9871 9874 9877 9
81 0,9877 9880 9882 9885 9888 9890 9893 9895 9898 9900 9903 8
82 0,9903 9905 9907 9910 9912 9914 9917 9919 9921 9923 9925 7
83 0,9925 9928 9930 9932 9934 9936 9938 9940 9942 9943 9945 6
84 0,9945 9947 9949 9951 9952 9954 9956 9957 9959 9960 9962 S
85 0,9962 9963 9965 9966 9968 9969 9971 9972 9973 9974 9976 4
86 0,9976 9977 9978 9979 9980 9981 9982 9983 9984 9985 9986 3
87 0,9986 9987 9988 9989 9990 9990 9991 9992 9993 9993 9994 2
88 0,9994 9995 9995 9996 9996 9997 9997 9997 9998 9998 9998 1
89 0,9998 9999 9999 9999 9999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0
(1,0) 9 8 N ,6 5 4 ) ,2 ,1 ,0 Grad
coseno




Tabla de tangentes y cotangentes

tangente
Grad. ,0 , 2 3 4 5 .6 v .8 9 (1,0)

0 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 0157 0175| 89

1 0,0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 88

2 0,0349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 0489 0507 0524 87

3 0,0524 0542 0559 0577 0594 0612 0629 0647 0664 0682 0699 | 86

4 0,0699 0717 0734 0752 0769 0787 0805 0822 0840 0857 0875] 85

5 0,0875 0892 0910 0928 0945 0963 0981 0998 1016 1033 1051 | 84

6 0,1051 1069 1086 1104 1122 1139 1157 1175 1192 1210 1228 | 83

7 0,1228 1246 1263 1281 1299 1317 1334 1352 1370 1388 1405 | 82

8 0,1405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 1548 1566 1584 | 81

9 0,1584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 17631 80
10 0,1763 1781 1799 1817 1835 1853 1871 1890 1908 1926 1944| 79
11 0,1944 1962 1980 1998 2016 2035 2053 2071 2089 2107 2126 78
12 0,2126 2144 2162 2180 2199 2217 2235 2254 2272 2290 2309 | 77
13 0,2309 2327 2345 2364 2382 2401 2419 2438 2456 2475 2493 | 76
14 0,2493 2512 2530 2549 2568 2586 2605 2623 2642 2661 2679 | 75
15 0,2679 2698 2717 2736 2754 2773 2792 2811 2830 2849 2867 | 74
16 0,2867 2886 2905 2924 2943 2962 2981 3000 3019 3038 3057 73
17 0,3057 3076 3096 3115 3134 3153 3172 3191 3211 3230 3249 72
18 0,3249 3269 3288 3307 3327 3346 3365 3385 3404 3424 3443 | 71
19 0,3443 3463 3482 3502 3522 3541 3561 3581 3600 3620 3640 70
20 0,3640 3659 3679 3699 3719 3739 3759 3779 3799 3819 3839| 69
21 0,3839 3859 3879 3899 3919 3939 3959 3979 4000 4020 4040 | 68
22 0,4040 4061 4081 4101 4122 4142 4163 4183 4204 4224 4245 67
23 0,4245 4265 4286 4307 4327 4348 4369 4390 4411 4431 4452 66
24 0,4452 4473 4494 4515 4536 4557 4578 4599 4621 4642 4663 | 65
25 0,4663 4684 4706 4727 4748 4770 4791 4813 4834 4856 4877 | 64
26 0,4877 4899 4921 4942 4964 4986 5008 5029 5051 5073 5095 | 63
27 0,5095 5117 5139 5161 5184 5206 5228 5250 5272 5295 53171 62
28 0,5317 5340 5362 5384 5407 5430 5452 5475 5498 5520 5543 61
29 0,5543 5566 5589 5612 5635 5658 5681 5704 5727 5750 5774 60
30 0,5774 5797 5820 5844 5867 5890 5914 5938 5961 5985 6009 | 59
31 0,6009 6032 6056 6080 6104 6128 6152 6176 6200 6224 6249 | 58
32 0,6249 6273 6297 6322 6346 6371 6395 6420 6445 6469 6494 | 57
33 0,6494 6519 6544 6569 6594 6619 6644 6669 6694 6720 6745| 56
34 0,6745 6771 6796 6822 6847 6873 6899 6924 6950 6976 7002 | 55
35 0,7002 7028 7054 7080 7107 7133 7159 7186 7212 7239 7265 | 54
36 0,7265 7292 7319 7346 7373 7400 7427 7454 7481 7508 7536 | 53
37 0,7536 7563 7590 7618 7646 7673 7701 7729 7757 7785 7813 | 52
38 0,7813 7841 7869 7898 7926 7954 7983 8012 8040 8069 8098 | 51
39 0,8098 8127 8156 8185 8214 8243 8273 8302 8332 8361 8391 | 50
40 0,8391 8421 8451 8481 8511 8541 8571 8601 8632 8662 8693| 49
41 0,8693 8724 8754 8785 8816 8847 8878 8910 8941 8972 9004 | 48
42 0,9004 9036 9067 9099 9131 9163 9195 9228 9260 9293 9325 47
43 0,9395 9358 9391 9424 9457 9490 9523 9556 9590 9623 9657 | 46
44 0,9657 9691 9725 9759 9793 9827 9861 9896 9930 9965 1,000 45

(1,0) 9 8 J ,6 ,5 4 )3 2 ) ,0 |Grad.
cotangente
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Tabla de tangentes y cotangentes (continuacion)

338

tangente
Grad ,0 )1 ,2 3 4 ,5 ,6 ) 8 9 (1,0
45 1,000 003 007 011 014 018 021 025 028 032 036] 44
46 1,036 039 043 046 050 054 057 061 065 069 072 43
47 1,072 076 080 084 087 091 095 099 103 107 111} 42
48 1,111 115 118 122 126 130 134 138 142 146 150 41
49 1,150 154 159 163 167 171 175 179 183 188 192] 40
50 1,192 196 200 205 209 213 217 222 226 230 235] 39
51 1,235 239 244 248 253 257 262 266 271 275 280| 38
52 1,280 285 289 294 299 303 308 313 317 322 3271 37
53 1,327 332 337 342 347 351 356 361 366 371 376] 36
54 1,376 381 387 392 397 402 407 412 418 423 428| 35
55 1,428 433 439 444 450 455 460 466 471 477 483 34
56 1,483 488 494 499 505 511 517 522 528 534 540 33
57 1,540 546 552 558 564 570 576 582 588 594 600| 32
58 1,600 607 613 619 625 632 638 645 651 658 664| 31
59 1,664 671 678 684 691 698 704 711 718 725 732 30
60 1,732 739 746 753 760 767 775 782 789 797 804 29
61 1,804 811 819 827 834 842 849 857 865 873 881 28
62 1,881 889 897 905 913 921 929 937 946 954 9631 27
63 1,963 971 980 988 997 *006 *014 *023 *032 *041 *050| 26
64 2,050 059 069 078 087 097 106 116 125 135 145 25
65 2,145 154 164 174 184 194 204 215 225 236 246 24
66 2,246 257 267 278 289 300 311 322 333 344 356 23
67 2,356 367 379 391 402 414 426 438 450 463 475 22
68 2,475 488 500 513 526 539 552 565 578 592 605] 21
69 2,605 619 633 646 660 675 689 703 718 733 7471 20
70 2,747 762 778 793 808 824 840 856 872 888 904 19
71 2,904 921 937 954 971 989 *006 *024 *042 *060 *078 18
72 3,078 096 115 133 152 172 191 211 230 251 2711 17
73 3,271 291 312 333 354 376 398 420 442 465 487] 16
74 3,487 511 534 558 582 606 630 655 681 706 732 15
75 3,732 758 785 812 839 867 895 923 952 981 *0111 14
76 4,011 041 071 102 134 165 198 230 264 297 331 13
77 4,331 366 402 437 474 511 548 586 625 665 705 12
78 4,705 745 787 829 872 915 959 *005 *050 *097 *145] 11
79 5,145 193 242 292 343 396 449 503 558 614 6711 10
80 5,671 5,730 5,789 5,850 5,912 5976 6,041 6,107 6,174 6,243 6,314 9
81 6,314 6,386 6,460 6,535 6,612 6,691 6,772 6,855 6,940 7,026 7,115 8
82 7,115 7,207 7,300 7,396 7495 7,596 7,700 7,806 7916 8,028 8,144 7
83 8,144 8,264 8,386 8513 8,643 8777 8915 9,058 9,205 9,357 9514 6
84 9,514 9,677 9,845 10,0 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 S
85 11,43 11,66 1191 12,16 12,43 12,71 13,00 13,30 13,62 1395 14,30 4
86 | 14,30 14,67 1506 1546 1589 16,35 16,83 17,34 1789 1846 19,08 3
87 | 19,08 19,74 20,45 21,20 22,02 22,90 23,86 24,90 26,03 27,27 28,64 2
88 | 28,64 30,14 31,82 33,69 3580 38,19 40,92 44,07 47,74 5208 57,29 1
89 | 57,29 63,66 71,62 8185 9549 1146 1432 191,0 286,5 573,0 .- - 0
(1,0) ,9 ,8 7 ,6 ,5 4 3 2 ,1 ,0 | Grad.
cotangente




Memento

Aritmética y algebra

(1) Término:

.Un nimero, una variable o cualquier combinacion de nimeros y variables relacionadas por las
operaciones de multiplicacion, division y potenciacion se llama término. Ejemplo: 5x’y'1 . El nu-
mero 5 es el coeficiente, xzy"l es la parte literal.

(2) Términos semejantes:

Dos 0 mas términos son semejantes si tienen la misma parte literal.

(3) Expresion algebraica:

Es cualquier combinacion de términos relacionados por las operaciones de calculo.

(4) Monomio:

Es el término en el que las variables estan relacionadas mediante la multiplicacion y la potencia-
cidon con exponente natural.

(5) Binomio:

Es la suma algebraica de dos monomios.

(6) Trinomio:

Es la suma algebraica de tres monomios.

(7) Polinomio:

Los monomios, binomios, trinomios y, en general, toda suma algebraica de monomios es un po-
linomio.

(8) Fraccion algebraica:

Es el cociente de dos polinomios.

(9) Potencia de exponente entero:

a"=a-a...a anelN;n>1
-~
n-veces
1 —n 1
a®=1.a'=a a’= —
a

(10) Propiedades de las potencias:
Paratodo r, s€Zya# 0; b# 0 para r < 0; s < 0 se cumple:

l.a"-a*=ad" 4.4 :b"=(a:b)
2.4 b =(a-b) 5.(a)*=a"
3. :a*=ad""

(11) Productos notables:

(@axb)? = a*+2ab + b* (x+a)x+b)=x*+(@+bx+a-b (a+ bla->b =a®- b?
(ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc) x + bd
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(12) Desconiposmxén factorial:

factor comun: ax + ay = a (x + y)
diferencia de cuadrados: a* - b? = (a + b)(a - b)
Trinomios:
cuadrado perfecto: a? + 2ab + b? = (a = b)?
x* + px + q: x*+px+q=(x+a)x+b)dondep=a+ b;q=ab
mx? + px + g mx* + px + ¢ = (ax + b) (cx + d) donde m = ac; p = ad + bc; q = bd

(13) Formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado:

ax + bx + c=0(a, b, ceR;a#0)

-b :tl/b’ - 4ac
X12 =
2a
Discriminante D = b? - 4ac

D>0 La ecuacion tiene dos soluciones.
D = 0 La ecuacion tiene una solucion.
D<0 La ecuacién no tiene solucion.

Descomposicion factorial: ax? + bx + ¢ = a (x - x)(x - x;)

(14) Notacion cientifica:

Se dice que un numero real estd expresado en notacion cientifica cuando se escribe en la forma
a, - 10* donde 1<a,<10y keZ
Ejemplos: 1 364,5 = 1,3 - 10% 0,098 = 9,8 - 1072

(i5) Raiz cuadrada y cubica:

Se denomina raiz cuadrada (cubica) de un numero no negativo a cualquiera, al numero real b, tal
que: b*=a(b®=a)

(16) Médulo de un numero real:

a sia>0
a={
-a si a<0

(17) Funcidn:

Una funcion es una correspondencia entre dos conjuntos M, y M, tal que a cada elemento x €M,
le corresponde uno y solo un elemento y € M,.

El conjunto M, es el Dominio de la funcion y al conjunto formado por los elementos y € M, que
corresponden a los elementos de M, se llama Imagen de la funcion.

Dominio: M,

M
M 2 Imagen:{a;b.c;d}
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(18) Grafica

Ecuacion Propiedades
Recta y=mx+n
Dominio: R
Imagen: R

(0:n)

Parabola

Hipérbola

y=(x+d?*+e
y = (ax? + bx + ¢)

, i i 0
Monotonia { creciente si m >

decreciente si m < 0

Cero: x, = -

(m#0)

3=

Dominio: R
Imagen: y > e
. creciente para x -d
Monotonia { P >
decreciente para x < - d

Ceros x, = - dtl/ - e sie<0
Paridad: no es par ni impar

Dominio: R*
Imagen: R*

Monotonia { decreciente

Ceros: no tiene
Paridad: impar
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(19) Conjuntos numéricos: N C ZcQ cR:

Conjuntos numeéricos con exclusion del cero:

IN*; Z*; Q*; R*

Elementos no negativos de los dominios numéricos:

Z,;Q, R,

(20) Redondeo (Reglas de redondeo):
Si el orden en el que se va a redondear (sefialado con! en los ejemplos) esta seguido de:

1, 2, 3, 4 se redondea por defecto. Ejemplos:
¢

1 842=1 800; 1 847=1 800

5,6, 7, 8,9 se redondea por exceso. Ejemplos:

' | ¢

1 751=1 800; 1 650=1 700; 1 980=2 000

(21) Valores aproximados:

En un valor aproximado se llaman cifras significativas todas las que se encuentran a la derecha
de la primera diferente de cero; si un numero esta escrito en notacion cientifica, los ceros de la po-
tencia de 10 no son cifras significativas.

Ejemplos: 1 200 tiene 4 cifras significativas
0,024 0 tiene 3 cifras significativas
0,010 34 tiene 4 cifras significativas
0,000 01 tiene 1 cifra significativa
1,2 - 10° tiene 2 cifras significativas

Un valor aproximado que se obtiene aplicando las reglas de redondeo tiene todas sus cifras signi-

ficativas correctas. _

Ejemplos: 1 es un valor aproximado de }/2 con 1 cifra correcta pues se obtiene redon-
deando a las unidades.

1
0,333 es un valor aproximado de — con 3 cifras correctas pues se obtiene re-
dondeando a las milésimas. 3

1.4 - 102 es un valor aproximado de 1/20 000 con 2 cifras correctas pues se obtie-
ne redondeando a las decenas.

(22) Regla fundamental del calculo aproximado:

Cuando se calcula con valores aproximados la respuesta debe darse con tantas cifras significativas
como el dato que menos numero de cifras significativas tenga.

Los calculos intermedios deben realizarse con una cifra significativa adicional; en caso de que esto
sea demasiado engorroso, se pueden realizar con el mismo numero de cifras que tenga la respuesta.
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(23) Tanto por ciento:

a es el x% de b si se cumple que:

- 100

a
X = —
b
Para calcular otro de los elementos que intervienen en esta relacion se puede utilizar cualquiera de
los procedimientos siguientes:

despejo en la formula,
razonamientos sobre proporcionalidad,
razonamientos sobre fracciones (reduccion a la unidad)

CEOMETRIA

Angulos

(24) Un angulo es la interseccion o union de dos semiplanos.

(25) Angulos complementarios son aquellos cuya suma es un angulo de 90°.

(26) Angulos entre paralelas

r||p y s: secante r A
alternos: a y p; 8y w: yy 6,6y o A
correspondientes: o y 6, 5y 9; 6y w; v

v o |4 /0
conjugados: a y w; 8y psyy @; 6y 0 A

Los angulos alternos y los correspondientes entre paralelas son iguales.

Los angulos conjugados entre paralelas son suplementarios, es decir, suman 180°.

Dos angulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares, son iguales o su-
plementarios. Son iguales en el caso en que ambos sean agudos u obtusos.

Triangulos

(27) Todo poligono de tres lados se llama triangulo: c

Notacion

Los vértices se denotan por letras mayusculas de
nuestro alfabeto (4, B, ..., Z) y la correspondiente
letra minuscula denota al lado opuesto a cada vér-
tice.

Los angulos se denotan con las letras griegas
correspondientes.

A ¢ B
' (28) Clasificacion de los triangulos:
f segun sus lados segun sus angulos
| Escaleno: Todos sus lados son desiguales. Acutiangulo: Todos sus angulos son agudos.
| Isosceles: Tiene dos lados iguales. Rectangulo: Tiene un angulo a recto (90°). Se
cumple:
Equilatero: Tiene sus tres lados iguales. a? = b? + ¢? (teorema de Pitagoras).

Obtusangulo: Tiene un angulo obtuso (>90°)
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(29) Rectas notables de un triangulo:

Alturas: son los segmentos de perpendicular trazadas desde los vértices hasta los lados opuestos.
(Los pies de las perpendiculares se llaman pies de las alturas.)

Medianas: son los segmentos determinados por los vértices y el punto medio del lado opuesto.

Mediatrices: son las perpendiculares que pasan por los puntos medios de cada uno de los lados de
un triangulo.

Bisectrices: son los segmentos que dividen en dos angulos iguales cada uno de los angulos inte-
riores de un triangulo.

(30) Puntos notables en un triangulo:
| En todo triangulo:
| Las alturas se cortan en un punto llamado ortocentro.

Las medianas se cortan en un punto llamado baricentro (centro de gravedad).

f Las mediatrices se cortan en un punto que es el circuncentro (centro de la circunferencia circuns-
| crita).

I Las bisectrices se cortan en un punto que es el incentro (centro de la circunferencia inscrita).

(31) Suma de angulos interiores de un tridangulo:

Los angulos interiores de un triangulo suman 180°.

(32) Criterios de igualdad de triangulos:
Dos triangulos son iguales si tienen respectivamente iguales:

un-lado y los angulos adyacentes (a. [. a),
dos lados y el angulo comprendido (/. a. ),
sus tres lados (/. . ).

(33) Criterios de semejanza de triangulos.
Dos triangulos son semejantes si:
tienen sus tres angulos iguales (a. a. a),

tienen un lado proporciona! y los angulos adyacentes a ese lado respectivamente iguales
(a. l. a),

tienen dos lados proporcionales y el angulo comprendido entre ellos respectivamente igual
(l.a. D).

Cuadrilateros

(34) Todo poligono de cuatro lados se llama cuadrilatero.

(35) Clasificacion y propiedades de los cuadrilateros:

Paralelogramos

Los paralelogramos tienen sus lados opuestos iguales y paralelos. Sus angulos opuestos son
iguales y los consecutivos suman 180°. Las diagonales se cortan en su punto medio.

Los rectangulos y los rombos son paralelogramos especiales.

Rectangulo Rombo
Sus cuatro angulos son rectos. Sus cuatro lados son iguales.
Sus diagonales son iguales. Sus diagonales son perpendiculares y bisecan el

angulo de donde parten.

El cuadrado es un paralelogramo que es a la vez rectangulo y rombo.
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D

A / paralclogramo B

rectangulo
J \ rombo

cuadrado
Trapecio
Los trapecios son cuadrilateros que tienen un par de lados paralelos. Los lados paralelos se lla-
man bases del trapecio.

El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio (paralela me-
dia) es paralelo a las bases y su longitud es igual a la semisuma de las longitudes de ellas.

penenall

isosceles / \ rectangulo
L ¢
al ' /}
] LU ]
a=f

o=y

Trapezoide _ D
El cuadrilatero que no tiene lados paralelos.

general

ACLED
BT:e_ie de simetria

(36) Suma de dngulos interiores de un cuadrilatero:

Los angulos interiores de un cuadrilatero suman 360°.
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(37) Area de figuras planas

: 1 1
Triangulo: 4 = — bh Rombo: 4 = — ab (ay b longitudes de los lados)
2 2
Rectangulo: 4 = ab . b+ b
Cuadrado: 4 = a? Trapecio: 4 = h (by b bases)

Circunferencia 4 = nr?

(38) Circunferencia

Una circunferencia es un conjunto de puntos que todos equidistan de un punto en el plano llamado
centro.
Angulos en la circunferencia:

Angulo central: Es el angulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia.

Angulo inscrito: Es el angulo cuyo vértice es un punto de la circunferencia y sus lados son secan-
tes.

Angulo seminscrito: Es el angulo cuyo vértice pertenece a la circunferencia y tiene un lado secante
a la circunferencia y otro tangente en su vértice.

Radio: Es el segmento que va del centro de la circunferencia a un punto de ella.
Cuerda: Es un segmento que tiene sus extremos en la circunferencia.

Diametro: Es la mayor de las cuerdas y pasa por el centro de la circunferencia. Su longitud es igual
a dos veces el radio.

(39) Poligonos:
Un poligono de:

S lados, se llama pentagono;
6 lados, se llama exagono;
7 lados, se llama eptagono;
8 lados se llama octégono.

En general un poligono de n lados se llama n-agono.
Un poligono es regular si sus angulos interiores son iguales entre si y sus lados también.
La suma de los angulos interiores de un poligono de n lados es (n - 1) « 180°.

(40) Poligonos regulares:

Para todo poligono regular existe una circunferencia circunscrita.
El centro de esa circunferencia es el centro del poligono.
El radio de la circunferencia circunscrita se llama radio del poligono y la perpendicular a un lado
trazada desde el centro es la apotema.
El angulo central a que subtiende un lado del poligono regular es:

360° d .
a = , donde n es el numero de lados.

n

(41) Cuerpos geomeétricos:

Ortoedro:
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Prisma:

V=Ag-h
Cilindro circular:
' h V= arth
Ay = 2nrh
r
d
Piramide:
1
V= — Agh
3
Cono circular:
1
V=— nrh
3

Ay = nrg. g2 = rt + h?

Esfera:

V=— nar

A =4 ar
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Este libro de texto te brinda el contenido del Programa vigente para décimo
grado. Consta de cuatro capitulos: 1. Trabajo con variables, 2. Potencias.
Funciones potenciales, 3. Funciones trigonométricas y 4. Aplicaciones de
la trigonometria.

Cada uno de estos capitulos esta dividido en epigrafes y estos a su vez en
subepigrafes. Por cada epigrafe te ofrecemos una relacion de ejercicios que
te ayudaran en la consolidacion, y al final de cada capitulo también
encontraras ejercicios generales de cada uno de ellos.

Al final del libro puedes buscar la mayoria de las respuestas de los
ejercicios, y un anexo con las tablas de cuadrados y raices cuadradas, cubos
y raices cubicas, seno, coseno y tangente y, ademas, un Memento con
contenidos de grados anteriores que necesitaras recordar para aplicarlos en
este grado.
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